Tidslogik som Multimodal L ogik

Daniel Ronnedal

Abstrakt

Tidslogik 4r en gren av logiken som handlar om temporala begrepp, satser,
argument och system. Inom denna gren av logiken underséker man t.ex.
uttryck sdsom “Det kommer alltid vara fallet att”, ”Det kommer ndgon gang i
framtiden vara fallet att”, ”Det har alltid varit fallet att”, ”Det var ndgon géng
i det forflutna fallet att”. Logiska relationer mellan satser som innehaller
temporala begrepp studeras och giltigheten hos argument som bestar av
saddana satser analyseras. Ett multimodalt sprak &r ett modalt sprdk som
inkorporerar flera olika modala operatorer. En multimodal semantik ar en
modal semantik som innehéller flera olika s.k. tillgdnglighetsrelationer som
svarar mot de olika modala operatorerna. Och ett multimodalt system ér ett
modalt system (av teorem) som &r baserat pa ett multimodalt sprak.
Multimodal logik dr en gren av modallogiken som handlar om multimodala
sprak, semantiska teorier och system. I den hér uppsatsen visar jag hur
tidslogiken kan betraktas som en del av den multimodala logiken. Jag
utvecklar ett antal sa kallade semantiska tablasystem och bevisar att dessa ar
sunda och fullstdndiga i relation till deras semantik.

1. Introduktion

Tidslogik ar en gren av logiken som handlar om temporala begrepp, satser,
argument och system. Inom denna gren av logiken underséker man t.ex.
uttryck sdsom “Det kommer alltid vara fallet att”, ”Det kommer ndgon gang i
framtiden vara fallet att”, ”Det har alltid varit fallet att”, ”Det var ndgon géng
i det forflutna fallet att”. Logiska relationer mellan satser som innehaller
temporala begrepp studeras och giltigheten hos argument som bestar av
sddana satser analyseras. Ett multimodalt sprék &r ett modalt sprak som
inkorporerar flera olika modala operatorer. En multimodal semantik ar en
modal semantik som innehéller flera olika s.k. tillgdnglighetsrelationer som
svarar mot de olika modala operatorerna. Och ett multimodalt system ér ett
modalt system (av teorem) som dr baserat pd ett multimodalt sprak.
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Multimodal logik dr en gren av modallogiken som handlar om multimodala
sprak, semantiska teorier och system. I den hir uppsatsen visar jag hur
tidslogiken kan betraktas som en del av den multimodala logiken. Jag
utvecklar ett antal sa kallade semantiska tablasystem och bevisar att dessa ar
sunda och fullstindiga i relation till deras semantik.™

Uppsatsen dr indelad i fem avsnitt. Avsnitt 2 handlar om syntax. I avsnitt
3 beskriver jag den semantik som dr gemensam for alla system, jag tar upp ett
antal grundldggande begrepp och undersdker ndgra moéjliga egenskaper hos
tiden. Avsnitt 4 handlar om bevisteori. Jag gar igenom ett antal tablaregler
och visar hur dessa kan anvédndas for att generera en méngd semantiska
tablasystem. Avsnitt 5 innehéller sundhets- och fullstdndighetsteorem.

2. Syntax
Spréket TS bestar av foljande alfabet och satser.

2.1. Alfabet
En méngd satsbokstéver p, q, 1, S, P1, 41, I15 S1> P2, Q25 125 S2, - - -
De satslogiska konnektiven — (negation), A (konjunktion),
v (disjunktion), > (materiell implikation) och = (materiell ekvivalens).
De temporala operatorerna G, F, H, P, [G], (F), [H], (P).
Parenteser ) och (.

2.2. Satser
Spréket TS bestdr av alla satser (védlformade formler) som genereras fran
foljande villkor.

Varje satsbokstav &r en (atomair) sats.

Om A och B ir satser, s dr (A A B), (A v B), (A o B) och (A =B)
satser.

Om B &r en sats, s dr ocksd —B, GB, FB, HB, PB, [G]B, (F)B, [H]B
och (P)B satser.

Ingenting annat &r en sats.

33 Fér mer information om tidslogik, se t.ex. Barringer, Fisher, Gabbay & Gough (2000), Burgess
(1984), Finger, Gabbay & Reynolds (2002), Galton (1999), Goldblatt (1992), Kroger & Merz
(2008), McArthur (1976), Needham (1975), Prior (1957), (1967), Rescher & Urquhart (1971),
van Benthem (1983), @hrstrom & Hasle (1995).
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A, B, C, D... representerar godtyckliga satser i spraket (inte nddvandigtvis
atomara). Den grekiska bokstaven X star for en médngd satser och den tomma
méngden betecknas . De satslogiska konnektiven &r vilkdnda fran
satslogiken. Parenteser runt vilformade formler uteldmnas i regel om ingen
mangtydighet uppstar. Falsum kan introduceras genom en definition pa
vanligt vis. Ovriga satser i spriket lises pa foljande siitt.

GB: Det kommer alltid att vara fallet att B.

FB: Det kommer nadgon gang (i framtiden) vara fallet att B.

HB: Det har alltid varit fallet att B.

PB: Det har ndgon gang (i det forflutna) varit fallet att B.

[G]B: Det dr och kommer alltid att vara fallet att B.

(F)B: Det ér eller kommer nagon gang (i framtiden) vara fallet att B.
[H]B: Det dr och har alltid varit fallet att B.

(P)B: Det ér eller har ndgon géng (i det forflutna) varit fallet att B.

3. Semantik

Den grundlidggande tanken bakom den semantik som beskrivs i det har
avsnittet dr att tiden betraktas som en struktur, som en mingd element, en
mingd tidpunkter som stir i vissa tillgdnglighetsrelationer till varandra.
Dessa relationer inkluderar t.ex. relationen intrdffar tidigare dn och
relationen intrdffar senare dn. Att tidslogiken tolkas som en (multi)modal
logik innebér att denna struktur beskrivs “inifrdn”: sanningen (hos vara
satser) dr relativ till olika tidpunkter. En sats kan med andra ord vara sann vid
en tidpunkt och falsk vid en annan. Vissa sanningar ar emellertid eviga, &r de
sanna vid en tidpunkt dr de sanna vid alla tidpunkter. Alla logiska sanningar
ar eviga.

Genom att infora olika villkor pé tillgédnglighetsrelationerna, kan vi tvinga
denna struktur att ha en viss form. Vi kan t.ex. trycka ihop tidpunkterna till en
linje, som vi sedan kan dra ut s& att den blir odndlig i en eller bada
riktningarna. Vi kan bdja tiden sa att den formar en cirkel eller s& kan vi
tilldta att det finns en forsta och/eller en sista tidpunkt. Vi kan packa tiden
odndligt tétt, sé att det mellan varje par av (distinkta) tidpunkter t och t’, finns
en tidpunkt t”, eller sa kan vi tillata att den &r diskret, m.m. Vi kan rada upp
alla tidpunkter i det forflutna pé ett led men lata framtiden vara 6ppen, sa att
tiden bildar ett kosmiskt trdd som forgrenar sig mot framtiden men &r
determinerad i det forflutna. Vilka egenskaper tiden faktiskt har tycks
atminstone delvis vara en metafysisk eller empirisk fréga.

61



Daniel Ronnedal

3.1. Grundléaggande ter mer
Lat oss borja med att definiera en méngd grundlédggande begrepp.

Ramar. En temporal ram, F, ar en relationell struktur <T, <, >, <, >>, dér
T &r en icke-tom mingd av tidpunkter, och <, >, < > ir fyra dyadiska
tillgdnglighetsrelationer mellan tidpunkterna i T (< &r en delméngd av T X T,

etc.). Den intuitiva tolkningen av tillgdnglighetsrelationerna &r som foljer.

t; < tp : t; intréffar fore/tidigare én t,
t, > t; : t, intraffar efter/senare dn t;
t; <t, : t; intréffar samtidigt med eller fore/tidigare 4n t,
ty > t; : t, intrédffar samtidigt med eller efter/senare 4n t;

Modeller. En temporal modell, M, &r en struktur <F, V>, dér F &r en
temporal ram och V &r en vérdering eller tolkningsfunktion, som tilldelar
sanningsvirden T (sann) eller F (falsk) till varje satsbokstav vid varje
tidpunkt i T.

Om M = <F, V> sa séger vi att M &r baserad pd F. Vi kan ocksa tala om
en modell, M, direkt som en struktur <T, < >, < 2> V> dir
tillgénglighetsrelationerna och T tolkas som vanligt. Om t ar ett element i T
och T ingér i M eller F, sé kan vi dven siga att t &r ett element eller ingér i M
och F. Vt(p) = T (V(p, t) = T eller V(<p, t>) = T) innebér att tolknings-
funktionen V tilldelar p sanningsvirdet T vid tidpunkt t, dvs. att p ar sann vid
(eller i) tidpunkt t. Vt(p) = F (V(p, t) = F eller V(<p, t>) = F) innebér att
tolkningsfunktionen V tilldelar p sanningsvérdet F vid tidpunkt t, dvs. att p ar
falsk vid (eller i) tidpunkt t. Lat M = <F, V>. Om Vt(p) = T, sa sédger vi att p
ar sann vid t 1 modell M under virdering V; och om Vt(p) = F, sa siger vi att
p ér falsk vid t i modell M under virdering V. Om det i en given kontext ar
uppenbart vilken modell och virdering vi talar om, s& kan vi uteldmna i
modell M” och ”under virdering V”’ och enbart tala om p som sann eller falsk
vid (eller i) en given tidpunkt. ”F” representerar en klass av ramar, ”"M” en
klass av modeller.

3.2. Sanningsvillkor
[, ¢ B stér for att B &r sann vid tidpunkt t i modell M. De atoméra satsernas
sanningsvérden bestdms av tolkningsfunktionen V, dvs.

[« p om och endast om (omm) Vt(p) = T, for varje satsbokstav p i
vart sprak.
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Sanningsvillkoren for de satslogiska konnektiven dr de gamla vanliga. For
konjunktion giller t.ex.:

IF—m.« (A A B) omm ||—p;; A och —p,. B.

A A B ér alltsé sann vid en tidpunkt t (i en modell M) omm A &r sann vid t (i
M) och B ir sann vid t (i M). Ovriga villkor ser ut pa foljande sitt.

[—wm:GB  omm det for varje tidpunkt t' i T sédan att t' >t
giller att —u, ¢ B.

[—wmFB  omm det finns nagon tidpunkt t' i T sédan att t' >t
och [—u. ¢ B.

[—wmHB  omm det for varje tidpunkt t' i T sédan att t' <t
giller att —u, ¢ B.

[—wmPB  omm det finns nagon tidpunkt t' i T sédan att t' <t
och [—u. ¢ B.

[ [G]B omm det for varje tidpunkt t' i T sédan att t' >t
giller att —u, ¢ B.

. (F)B omm det finns ndgon tidpunkt t' i T sadan att t' >t
och [—u. ¢ B.

[ [HIB omm det for varje tidpunkt t' i T séddan att t' <t
giller att —u, ¢ B.

. (P)B omm det finns nagon tidpunkt t' i T sadan att t' <t
och [—u. ¢ B.

Vid varje tidpunkt géller det alltsd att varje sats har exakt ett av de tva
sanningsvérdena, dvs. att varje sats dr antingen sann eller falsk och inte bade
sann och falsk. Vi ser hur de olika tillgdnglighetsrelationerna <, >, < och >
anvinds i sanningsvillkoren for satser vars huvudoperatorer dr G, F, H, P,
[G], {F), [H] och (P). GB ir t.ex. sann vid en tidpunkt t omm B 4r sann vid
varje tidpunkt t’ som intraffar senare én t. FB ar sann vid en tidpunkt t omm B
dr sann vid nagon tidpunkt t' som intrdffar senare &n t. PB dr sann vid en
tidpunkt t omm B &r sann vid négon tidpunkt t' som intriffar tidigare &n t.
[H]B &r sann vid en tidpunkt t omm B &r sann vid varje tidpunkt t' som
intraffar samtidigt med eller tidigare 4n t. Etc.
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3.3. Ovriga semantiska begrepp
Vi befinner oss nu i en position dér vi kan definiera flera viktiga semantiska
begrepp.

Satisfierbarhet i en modell. En méngd satser Z &r satisfierbar i en modell
M, Saty; £ omm det finns en vérld i M i vilken alla element i X 4r sanna.

Giltighet i (eller pd) en klass av ramar. En sats B ar (semantiskt) giltig i
(eller pd) en klass av ramar F (—¢ B) omm B &r sann i varje vérld i varje
modell baserad pa en ram i F. Vi skall ocksé sidga att B dr logiskt sann i en
klass av ramar omm B &r giltig i denna klass.

Logisk konsekvens i (eller pd) en klass av ramar. En sats B 4r en logisk
konsekvens av en méingd satser X i (eller pd) en klass av ramar F (Z |—¢ B)
omm det for varje modell M baserad pa nidgon ram i F och tidpunkt t i M
géller att om alla element i X 4r sanna vid ti M, sd &r Bsann vid ti M. Om X
[—e B, sa kan vi ocksa sdga att £ medfor B i F och att det argument vars
premisser dr X och slutsats B ar giltigt i F.

P4 liknande sétt kan man dven definiera flera andra begrepp, t.ex. giltighet
i en klass av ramar, giltighet i en klass av modeller, logisk konsekvens i en
klass av modeller. Om det i en viss kontext &dr uppenbart vilken klass av
modeller eller klass av ramar vi talar om, kan vi utelimna uttrycken i en
klass av modeller” och i en klass av ramar” och séga att en sats ar giltig eller
att en méangd satser medfor en sats.

3.4. Villkor patemporalaramar

Vi skall undersoka négra olika villkor som kan anvindas for att karaktérisera
olika temporala ramar. Dessa villkor &r indelade i tva olika grupper. Den
forsta gruppen sdger nagot om de formella egenskaperna hos de temporala
tillgidnglighetsrelationerna <, >, < och >. Den andra gruppen uttalar sig om
hur de olika tillgénglighetsrelationerna forhaller sig till varandra. I tabell 1
och2idrQ<, >, <eller> R <eller 2, och S <eller >. Om R dr <sa ar S <,
och om R &r >sd dr S >, och tvirt om. Om Q &r <, sa dr Q"' > och tvirt om.
Om Q 4r <, sd 4r Q' > och tvirt om.

3.4.1. Egenskaper hos detemporalatillganglighetsrelationerna

Villkor Formalisering av villkor
Reflexivitet

C-QT Vit Qt
Andléshet bakét
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C-QPD viar't Qt
Andloshet framat
C-QFD viartQt'
Symmetri
C-QB VIVt Qt' ot' Qt)
Transitivitet
C-Q4 VIVIVE'(tQt' At Qt) ot Qt")
Tathet
C-QDE VIVt Qt' o 3t"(t Qt" At Qt'))
Grinser bakéat
C-QLB VIVIVE' (' QtAt’ Q) o It Qt At Qt")
Grénser framat
C-QUB VIVEVE'(E QU At Q) DI Q" At" Q"))
Fullstindighet
C-RF VIVI'(tRt' vt'R t)
Jamforbarhet
C-SC VIVE(E St vi=t v St)
Konvergens bakat
C-QPC VIVEVE( QEAt" Q) D (T Q' v =t"vi'Qt))
Konvergens framat
C-QFC VIVEVE(EQE AtQE) S (T Q' v =t"vi'Qt))

Tabell 1

Det bor vara mer eller mindre uppenbart hur villkoren i tabell 1 skall tolkas.
Jag skall emellertid gora ndgra kommentarer.

Enligt villkoren C-<T och C->T &r < och > reflexiva. Givet vér intuitiva
lasning av < och 2, dr dessa villkor mycket rimliga. C-<T, Vtt < t, séger t.ex.
att det for varje tidpunkt t géller att t intraffar samtidigt med eller fore t. Och
det forefaller vara uppenbart korrekt att anta att allting intréffar samtidigt
med sig sjalvt. Vi kan ocksa undersdka vad som hénder om vi antar att < och
> dr reflexiva; men givet var informella forstaelse av dessa relationer ar det
ett mindre rimligt antagande. Tvirt om tycks det vara plausibelt att anta att
dessa relationer ar irreflexiva. For det forefaller vara en mycket rimlig
hypotes att ingenting intréffar fore sig sjilvt eller efter sig sjélvt. En del
kanske t.o.m. skulle vilja betrakta detta som en begreppslig sanning. Vi kan,
om vi vill, anta att < och > ir irreflexiva, men det innebir inte att ytterligare
satser i TS blir giltiga. Darfor har jag inte explicit tagit upp dessa villkor. Pa
samma sétt forhéller det sig med symmetri-villkoren. < och > forefaller inte
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vara symmetriska utan asymmetriska. Det tycks t.ex. vara fallet att om t
intraffar fore t', sa intraffar inte t' fore t. Trots att dessa villkor ar intuitivt
mycket rimliga, kan de ifrdgasattas. Om tiden &r cirkuldr och transitiv, &r vara
tillgdnglighetsrelationer varken irreflexiva eller asymmetriska. Tvért om, da
ar alla tillgénglighetsrelationer reflexiva och symmetriska. Det dr darfor jag
har tagit upp dven dessa nagot kontra-intuitiva villkor.**

C-<PD, Vt3t't’ < t, séger att det inte finns nadgon forsta tidpunkt. For varje
tidpunkt t finns det en tidpunkt t' sddan att t’ intréffar fore t. Det forflutna ar
sd att siga &ndlost. Detta kan t.ex. vara sant om tiden &r linjdr och det
forflutna ar odndligt, eller om tiden ar cirkuldr. Ett mojligt undantag dr om
tiden &r linjar men bdrjar i en tidpunkt t saddan att t < t. Givet vér intuitiva
tolkning av ”<”, dr denna mdjlighet emellertid inte sérskilt plausibel,
eftersom det skulle innebéra att tiden 4r linjir men borjar i en tidpunkt som
intraffar fore sig sjélv.

Pa motsvarande sitt siger C->FD, Vt3t't' > t, att det inte finns négon sista
tidpunkt. For varje tidpunkt t finns det en tidpunkt t' sddan att t' intréffar efter
t. Framtiden 4r med andra ord i ndgon mening dndlos. Detta kan t.ex. vara
sant om tiden &r linjar och framtiden ar oéndlig, eller om tiden r cirkulér. Ett
mdjligt undantag i detta fall &r om tiden &r linjar men slutar i en tidpunkt t
sadan att t > t. Inte heller denna mojlighet forefaller vara sérskilt plausibel,
eftersom det enligt vér intuitiva lasning av ”>" skulle innebéra att tiden &r
linjér och slutar i en tidpunkt som intréffar efter sig sjélv.

Transitivitetsvillkoren sédger att vara temporala relationer ar transitiva. C-
<4, VIVE'VE'((t < t' At <t”) Dt <t"), innebér t.ex. att < &r transitiv, dvs. om
t intraffar fore t' och t' intraffar fore t'’, sa intrdffar t fore t”. Det ar intuitivt
mycket rimligt att anta att alla vara temporala tillgénglighetsrelationer ar
transitiva. Trots detta tycks det inte vara absolut sdkert att tiden &r transitiv.
For om tiden dr cirkuldr och < &r irreflexiv eller asymmetrisk, ar < inte
transitiv.

C-<DE, VtVt'(t<t' o 3t"(t <t" A t" <)), séger att tiden, eller mer precist
att den temporala relationen <, ar tét. Intuitivt innebér det att det mellan varje
par av tidpunkter finns en tredje tidpunkt, eller att tiden &r o#ndligt delbar.
Mer precist sdger villkoret att om tidpunkt t intréffar fore tidpunkt t' sé finns
det en tidpunkt t" sadan att t intrdffar fore t" och t"” intrdffar fore t'. Varje
relation som &r reflexiv dr ocksa tit. Det foljer att om > ar reflexiv, sa ar > tit.

** Jag hoppas kunna siga lite mer om en cirkulir tidsuppfattning i en kommande uppsats. Se
vidare avsnitt 3.5.
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Det hir innebér att tithetsvillkoret inte nddvandigtvis medfor att det finns
odndligt manga tidpunkter.

Enligt C<C, VtVt't < t' vt =t v t' <t), géller det for varje par av
tidpunkter t och t' att t intréffar fore t' eller att t &r identisk med t’ eller att t’
intréffar fore t. Detta villkor ar ekvivalent med pastaendet att det for varje par
av distinkta tidpunkter t och t' géller att t intréffar fore t' eller t' fore t. Notera
att villkoret dven utesluter att det finns tva olika tidpunkter som intraffar
samtidigt, givet att vi antar att t intraffar samtidigt med t" om det varken é&r
fallet att t intridffar fore t' eller t’ fore t. Om detta villkor ar uppfyllt, forgrenar
sig tiden varken framat eller bakat ldngs relationen <.

C-<PC, VIVE'VH'(t' <t A t" <t) D (t' <t v t' =t" v t’ < t)), forhindrar
att tiden forgrenar sig bakat och C-<FC, VtVt'Vt"(t<t' At<t) D (t' <t v
t'=t" v t" <)), att tiden forgrenar sig framat léngs relationen <. Om vi antar
C-<PC, men inte C-<FC kan vi betrakta tiden som ett (eller en méngd) trad
som forgrenar sig framat, men inte bakat i tiden. Detta &r kanske en rimlig
modell av tiden om det forflutna ar determinerat men framtiden &r 6ppen.

3.4.2. Relationer mellan detemporalarelationerna

Villkor Formalisering av villkor
=R-Inklusion

C-=RI Vivt(t=t' StR t)
SR-Inklusion

C-SRI VIVH(t St StR t)
RS-Implikation

C-RSI VIVUE Rt D (t=t' vtSt))

QQ'-konversion (inversion)
c-QQ'c VIVEE Qt' ot Q' t)

SR-Andléshet bakat
C-SRPD Viat't'StAat'Rt)
SR-Andléshet framét
C-SRFD Viat't St AtRt)
RS-Transitivitet
C-RS4 VIVIVE" (Rt At St") Dt S t")
SR-Transitivitet
C-SR4 VIVEIVE' (St At Rt") Dt S t")
SR-Grénser bakat
C-SRLB VIVEVE'(' St At Rt DIt Rt At" S t"))
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SR-Grénser framat

C-SRUB VIVEVE'(t St AtR ) D 3"’ Rt At" St"))
RS-Grinser bakat

C-RSLB VIVEVE'( Rt At St) o3t St At R "))
RS-Griénser framat

C-RSUB VIVEVE' (LR AtS ) D3’ St At" R t'"))
RS-Permutation bakat

C-RSPP VIVEVE'( Rt At St) o3t StAt’ Rt"))
RS-Permutation framat

C-RSFP VIVEVE'(ER ' AL SE) D"t St At R "))
SR-Permutation bakat

C-SRPP VIVEVE' (' StAt" R) D It Rt At" St'"))
SR-Permutation framat

C-SRFP VIVEVE(ES AL R ) D I R A t" St")

Tabell 2

Jag skall kort kommentera nagra av villkoren i tabell 2.

Enligt C=<I, VtVt'(t =t o t < t'), giller det att om t &r identisk med t', s&
intraffar t samtidigt med eller fore t'. Identitetsrelationen dr med andra ord
inkluderad i relationen intrdiffar samtidigt med eller fore. Det hdr &r ett
mycket rimligt antagande som tycks vara omojligt att forneka, eftersom det ar
rimligt att anta att allting intrdffar samtidigt med sig sjalvt.

Enligt C-<<I, VtVt'(t < t' © t < t'), intrdffar t samtidigt med eller fore t' om
t intrdffar fore t'. Relationen intriffar fore ar med andra ord inkluderad i
relationen intrdffar samtidigt med eller fore. Detta ar ett mycket rimligt
antagande. Givet var informella ldsning av ”<” och ”<” tycks det vara en
begreppslig sanning.

C-<I, VtVH'(t < t' o (t =t v t < t')), sdger att om t intraffar samtidigt med
eller fore t', sa ar t identisk med t’' eller ocksé intréffar t fore t'. Det héar
villkoret dr mycket rimligt, och tycks vara begreppsligt sant, om vi antar att
det inte finns flera olika tidpunkter som intraffar samtidigt. Finns det flera
tidpunkter som intraffar samtidigt, dr det emellertid inte nddvandigtvis sant.

Om vi antar (C=<I), (C-<<I) och (C-<<I), kan vi definiera ”’<” i termer av
7<” pa foljande sitt: VtVt'(t <t' = (t =t v t < t')). Enligt denna definition
géller det att t intrdffar samtidigt med eller fore t' omm t dr identisk med t'
eller t intréffar fore t'. Detta forefaller vara en rimlig definition om vi antar att
det inte finns flera olika tidpunkter som intréffar samtidigt.
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Enligt C-<>C, VtVt'(t < t' D t' > t), géller det att om t intraffar fore t', sa
intréffar t' efter t. Och enligt C-><C, VtVt'(t > t' o t' < t), géller det att om t
intréffar efter t', sa intrdffar t' fore t. Givet var informella ldsning av ’<” och
”>” dr dessa villkor mycket rimliga. Tillsammans medfor de att ’<” é&r
konversen till ”>" och att ”>" dr konversen till ’<”, dvs. att t intraffar fore t’
omm t' intréffar efter t (VtVt'(t < t' =t' > t)) och att t intréffar efter t' omm t'
intriffar fore t (VtVt'(t > t' =t' < t)). Dessa villkor forefaller vara begreppsligt
sanna. Ar det mojligt att den forsta januari ar 1900 intriffar fore den forsta
januari ar 2000 samtidigt som det &r falskt att den forsta januari ar 2000
intraffar senare &n den forsta januari ar 1900? Det tycks vara omgjligt.

3.5. Nagra samband mellan de olika ram-villkoren

Inte alla villkor vi har ndmnt ovan &r oberoende av varandra. I det hér
avsnittet tar jag upp nagra av de samband som rader mellan dessa. (En trevlig
Ovning kan vara att bevisa alla pastaenden i denna sektion.)

Om Q ér reflexiv, sé ar Q dndlos bakat, 4ndlés framat och tit. Vit <t
medfor t.ex. Vi3t <t, Vi3t't <t och VEVH(t <t/ S It <t At” < t)).

Om S ér jamforbar, sd dr S konvergent bakit och konvergent framat.
VIVE(t <t vt=t vt <t) medfor tex. VIVEVL( <t At' <t) D (' <t" vt
=t"vt'<t))och VIVI'Vt'(t<t' At<t") D (t'<t’ v =t'vt'<t)).

Om S ir transitiv, jamforbar och dndlos framat, s& har S granser framat.
VIVEVE(t<t At <t') Dt<t”), VIVE(t<t' vt=t vt <t)och ViAt't < t’
medfor VIV (t <t At<t’) D It <t At <t")). VEVEVE((t>t AL
>t o t>t"), VIVt >t v t=t v t' > t) och Vt3t't > t' medfor Vv V"((t >
' At>t") DI >t AL > ).

Om S ér transitiv, jamforbar och dndlés bakét, s har S granser bakét.
VIVEVE(t<t At <t') Dt<t"), VIVE(t<t' vt=t vt <t)och VIt < t
medfor VIV (' <t At <t) D It <t' At <t). VIVEVE(t> AL
>t") o t>t"), VIVE(t >t v t=t vt >t) och Vt3t't’ > t medfor VvVt ((t
StAt'>t) DI >t AL > ).

Om S &r konvergent bakat och har grinser framat, s& dr S konvergent
framat. VIVEVE' (' <t At” <t) D (X' <t vt =t" vt <t)) och VtVt'Vt"((t
<t At<t!) DI <t At" <)) medfor VIVEVE'(t<t' At<t”) D (t'<
vt =t" vt <t)). VIVIVE' (' >StAt' >t >t v =t" vt >t))
och VEVEVE'((t >t A t>t") D 3" (' >t At" > t")) medfor VEVEVE'((t >t
A>T DA >t V=t vt >1)).

Om S dr konvergent framat och har grinser bakét, sd 4r S konvergent
bakat. VIVEVE'(t<t At<t’) D (t' <t’ vt =t"v " <t))och VIVI'Vt"((t' <
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tAt’ <t) D (" <t At" < t”)) medfor tex. VIVEVE((f <t At’<t) D (t
<t'vit=t'vt'<t)).

Om R ér reflexiv och konvergent framét, s har R grinser framat. Vtt <t
och VIVt'V'(t St At<t") D (' <t vt =t" vt" <t)) medfor VIVEVE'((t<t'
ALSE) D IE S AL SHM)). Vit toch VEVEVE((E 2 A7) D (' >t
v =t vt > t) medfor VIVEVE(E2 1 At t7) D I(H 2t At 21")).

Om R ér reflexiv och konvergent bakat, s& har R grinser bakat. Vtt<t och
VIVEVE (S tAL' S D (St vt =17 vt < t) medfor VIVEVE'((T' <t A
" <) o I St AL ). Vit > toch VEVEVE (P 2 AL 2t) D (1 2t
v =t vt > t) medfor VEVEVE'((F 2t At 21) D I{H" 2t A" 2 t7)).

Om R dr asymmetrisk, s dr R irreflexiv. Om det finns en R-cirkel (en
situation av foljande form tjRt, A ,Rt; A ... A t,Rt; A t,Rt)) och R &r
transitiv, sa dr R inte irreflexiv. Om det finns en R-cirkel och R ér transitiv,
sa dr R inte asymmetrisk. Om det finns en R-cirkel och R é&r irreflexiv, sa &r
R inte transitiv. Om det finns en R-cirkel och R &r asymmetrisk, sé &r R inte
transitiv.

Antag att Q' dr konversen till Q, dvs. att x Q y omm y Q' x. Da géller det
att om Q har en av de formella egenskaperna reflexivitet, transitivitet, tithet
eller jimforbarhet, s har ocksd Q' denna egenskap; och tvért om. Vidare
giller det att om Q &r dndlos bakét, s dr Q' 4ndlos framat, och tvartom; om Q
har grianser framat, s& har Q' grinser bakat, och tvdrtom; och om Q &r
konvergent bakat, s& dr Q' konvergent framat, och tvértom.

Bl.a. giller foljande fakta. VtVt'(t' = t =t <t') och Vtt <t medfor Vit > t.
Med andra ord, om relationen intrdffar samtidigt med eller tidigare dn ar
reflexiv och relationen intrdffar samtidigt med eller senare dn &r konversen
till denna relation, sa &r ocksa relationen intrdffar samtidigt med eller senare
dn reflexiv.

VIVE(t' > t =t < t') och VIVI'VI'((t < t' A t' < t") Dt < t”) medfor
VIVEVE'((t >t At > t") D t>t"). Dvs. om relationen intrdffar tidigare dn &r
transitiv och relationen intrdffar senare dn dr konversen till denna relation, sé
ar ocksa relationen intrdffare senare dn transitiv.

VIV (Y St=t>t) och VEVE(t 2t D It"(t 2t A t7 > t)) medfor VEVH(t <
t' o 3t"(t <t A t" < t'). Med andra ord, om relationen intrdffar samtidigt
med eller senare dn &r tit och relationen intrdffar samtidigt med eller tidigare
dn ar konversen till denna relation, s& dr ocksé relationen intrdffar samtidigt
med eller tidigare dn tat.

VIVE(t' >t=t<t) och VIVt'(t >t' vt =t v t' > t) medfor VIVt'(t<t vt
=1t' v t' <t). Detta innebér att om relationen intrdffar senare dn ar jaimforbar
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och relationen intriffar tidigare dn ar konversen till denna relation, sd ar
ocksa relationen intrdffar tidigare dn jamforbar.

ViVt (t<t'=t'>t) och Vt3t't' >t medfoér Vt3t't <t'. Dvs. om relationen in-
triffar senare dn ar andlos bakat och relationen intrdffar tidigare dén ér kon-
versen till denna relation, sa &r relationen intrdffar tidigare dn andlos framat.

VEVEVE(f > t At > 1) D 3" >t At" >t") och VIV (t<t' =t >1)
medfor VEVEVE'((t<t' At<t”) DIt <t" At” <t")). Med andra ord, om
relationen intriffar senare dn har grinser bakat och relationen intrdffar
tidigare dn #r konversen till denna relation, s& har relationen intrdffar
tidigare dn granser framat.

VEVEVE((F <t At7 <t) D It <t' At" <t")) och VIVH (' > t=t<t)
medfor VIVEVE'((t>t' A t>t") D 3"t > t" At" >t")). Dvs. om relationen
intrdffar tidigare dn har granser bakét och relationen intrdffar senare dn ar
konversen till denna relation, s& har relationen intrdffar senare dn grénser
framat.

VIVEVE (U > tAt' > D >t v =t" v’ >1)) och VIV (t<t =t >1)
medfor VIVEVE'(t<t At<t) D (' <t’ vt =t"vt"<t)). Alltsa giller det
att om relationen intrdffar senare dn ar konvergent bakéat och relationen
intréffar tidigare dn ar konversen till denna relation, s &r relationen intrdffar
tidigare dn konvergent framat.

VIVEVE(F <t At' <t) D (' <t vt =t"vt’<t))och VIVH(t' > t=t<
t") medfor VIVEVE'(t >t At>t) D (U >t v =t" vt >t)). Sdledes giller
det att om relationen intrdffar tidigare dn &r konvergent bakat och relationen
intrdffar senare dn ar konversen till denna relation, s &r relationen intrdffar
senare dn konvergent framat.

Kalla "VtVt'(t Rt' = (t=1t' v t S t'))” DefR. Def<, VIVH(t<t' =(t=t' v t
< 1), ar t.ex. sann omm (C=<I), (C-<<I) och (C-<<I) &r sanna (se tabell 2).
Om DefR é&r sann, sé dr R reflexiv, tét, &ndlos framat och dndlos bakat. Antag
att DefR dr sann. D4 giller foljande. Om S ir transitiv, sé dr R transitiv. Om
S &r jamforbar, sd dr R fullstindig. Om S &r konvergent framét, sa &r R
konvergent framat. Om S &r konvergent bakat, sé dr R konvergent bakat. Om
S har gréanser framét, sa har R grénser framat. Om S har grénser bakat, s& har
R grénser bakat. Om R ér fullsténdig, sa ér S jamforbar. Om R 4r konvergent
framat, sa dr S konvergent framat. Om R &r konvergent bakat, sa &r S
konvergent bakat.

Bl.a. géller foljande fakta. VIVt'(t <t' = (t =t' v t < t')) medfor Vit < t,
VEVE(E <t S (<t ALY < ), VIt < t' och VE3t't' < t. Dvs. om Def< ir
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sann, sa ir relationen intrdffar samtidigt med eller tidigare dn reflexiv, tét,
andlos framét och dndlos bakét.

VIVt <t' = (t=t vt<t)) och VIVt'Vt"((t < t' A t' <t") Dt <t") medfor
VIVEVE'(t <t At £t") Dt < t"). Med andra ord, om Def< &r sann och
relationen intrdffar tidigare dn &r transitiv, sa ar relationen intrdffar samtidigt
med eller tidigare dn ocksé transitiv.

VIVt <t'=(t=t vt <t)) och VtVt't < t' v t =t' v t' < t) medfor
VIVE(t < t' v t' < t). Saledes giller det att om Def< &r sann och relationen
intrdffar tidigare dn ar jamforbar, sé &r relationen intrdffar samtidigt med
eller tidigare dn fullstindig.

VIVE(t <t = (t=t vt<t)) och VIVEVE'( <t At' <t) D (' <t v =
t” v t" < t') medfor VIVEVE(F St At' <t D (<t v =t" vt <t)).
Med andra ord, om Def< &r sann och relationen intrdffar tidigare dn ar
konvergent bakat, s& &r relationen intrdffar samtidigt med eller tidigare dn
konvergent bakat.

VIVE(t St = (t=t v t<t)) och VIVIVE'(t <t At<t’) DI <t A
t" < t'")) medfor VIVEVE' (St At < t7) D Tt St A t7 < t'7)). Alltsa
giller det att om Def< dr sann och relationen intrdffar tidigare dn har grinser
framét, s& har relationen intrdffar samtidigt med eller tidigare dn grénser
framat.

VIVE(t<t'=(t=t'vt<t’)) och VIVt (t<t' v t' <t) medfor VIV (t<t' vt=
t' v t' <t). Dvs. om Def< &r sann och relationen intrdffar samtidigt med eller
tidigare dn ar fullstindig, sé ar relationen intrdffar tidigare dn jamforbar.

VIVE(t <t = (t=1t' v t<t)) och VEVIVI"( St At" <) D' St v i =
t" v 1" < t') medfor VIVEVE'(f <t At" <t) D (' <t' vt =t"vt' <t)).
Med andra ord, om Def< ir sann och relationen intrdffar samtidigt med eller
tidigare dn dr konvergent bakét, sd &r relationen intrdffar tidigare dn
konvergent bakat.

F har SR-granser bakat (framat) om och endast om F har RS-grénser
bakat (framat).

F dr SR-andlos bakét (framdt) om och endast om F dr RS-dndlos bakat
(framat).

Om F &r >>-dndl6s bakat och < dr konversen till > (och tvirt om) och < &r
konversen till = (och tvért om), sa ar F <<-&ndlos framét (och tvirt om). Om
F &r <<-dndl6s bakat och < dr konversen till > (och tvdrt om) och < &r
konversen till = (och tvért om), sa &r F >>-dndl0s framéat (och tvirt om).

Om F uppfyller villkoret <<-permutation bakat och < ar konversen till >
(och tvédrt om) och < dr konversen till > (och tvért om), sa uppfyller F
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villkoret >>-permutation framat (och tvért om). Om F uppfyller villkoret >>-
permutation bakét och < &r konversen till > (och tvdrt om) och < &dr konversen
till = (och tvirt om), sé uppfyller F villkoret <<-permutation framét (och tvart
om). Om F uppfyller villkoret <<-permutation bakat och < ar konversen till >
(och tvdrt om) och < dr konversen till > (och tvért om), sa uppfyller F
villkoret >>-permutation framéat (och tvért om). Om F uppfyller villkoret >>-
permutation bakét och < &r konversen till > (och tvdrt om) och < &r konversen
till = (och tvirt om), sé uppfyller F villkoret <<-permutation framét (och tvirt
om).

3.6. Klasser av ramar och deraslogik

De villkor pé ramar vi har tagit upp i avsnitt 3.4 kan anvindas for att tala om
olika klasser av ramar. Vi skall séga att F(Cy, ..., C,) dr klassen av alla ramar
som uppfyller villkoren Cy, ..., C,. F(C-<4, C-<PC) ir t.ex. klassen av alla
ramar som uppfyller villkoren C-<4 och C-<PC.

Klassen av alla satser i TS som &r giltiga i en klass av ramar F, S(F),
kallas F’s logik eller det logiska systemet som &r baserat pa F. S(F) = {A €
TS : —¢ A}. S(F(C-<4, C-<PQ)) &r t.ex. klassen av alla satser som ar giltiga
i klassen av alla ramar som uppfyller villkoren C-<4 och C-<PC.

Genom att infora vissa villkor pa véra ramar kan vi alltsd definiera en
méngd logiska system. Dessa system &dr semantiskt karaktdriserade. I nésta
sektion skall vi utveckla ett antal semantiska tabldsystem som svarar mot
dessa.

4. Bevisteori

Vi skall nu undersoka ett antal semantiska tabldsystem som bl.a. kan
anvéndas for att avgéra om en sats dr logiskt sann, logiskt falsk eller logiskt
kontingent, om en méingd satser dr konsistent eller inkonsistent och om ett
argument dr giltigt eller ogiltigt.

Evert Beth, se Beth (1955) och Beth (1959), ss. 186201, 267-293, och
444-463, tycks ha varit den forste logiker som utvecklade ett semantiskt
tablasystem. Enligt Smullyan (1968) s. 3 kommer idén ursprungligen fran
Gerhard Gentzen (se Gentzen (1935) och Gentzen (1935b)). For mer
information om semantiska tablasystem, se t.ex. D’Agostino et al. (1999),
Fitting & Mendelsohn (1998), Garson (2006), Jeffrey (1967), Priest (2008),
Ronnedal (2012), (2012b) och Smullyan (1968).

Grundldggande begrepp, sdsom trdd, semantisk tabla, gren, 6ppen och
sluten gren, teorem, bevis osv. definieras pd vanligt sétt, se t.ex. Ronnedal
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(2012b), s. 131. —g B innebér att B r ett teorem i systemet S; och X |—¢ B
innebér att B dr hirledbar fran 21 S.

Vi skall borja med att titta pé ett antal semantiska tablaregler. Sedan skall
vi se hur dessa kan anvindas for att skapa en miangd semantiska tablasystem.
Slutligen ndmner jag ett antal teorem som kan bevisas 1 vara system.

4.1. Tablaregler

Det finns tre olika typer av tabléregler: satslogiska regler, (grundldggande)
temporala regler och (temporala) tillgdnglighetsregler. De tva forsta ingér i
alla tablasystem. Olika tablasystem innehaller emellertid olika tillgdnglig-
hetsregler. Genom att lagga till tillgénglighetsregler kan vi skapa starkare
system. Dessa regler svarar mot de semantiska villkor som vi diskuterade i
sektion 3.4. Tillgénglighetsreglerna kan delas in i tva grupper, de som svarar
mot olika formella egenskaper hos de olika tillgdnglighetsrelationerna, och de
som svarar mot olika relationer mellan tillgdnglighetsrelationerna.

4.1.1. Satslogiska regler

De satslogiska reglerna &r de gamla vanliga som brukar anvéndas i
semantiska tablasystem (se t.ex. Ronnedal (2012b), s. 132, for en
genomgang).

4.1.2. Grundléggande tempor ala regler

G H F P
GA, i HA, i FA,i PA, i
j>i j<i \) \

\) 2 j>i j<i
A,j A,j A,j A,j

dér j 4r ny dér j dr ny
-G —H —F —P
—GA, i —HA, i —FA, i —PA, i
\: \2 \: \:
F—A, i P—A, i G-A,i H-A, i
Tabell 3
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[G] [H] (F) P)
[GIA, i [H]A, i (F)A, i (PYA, i
j2i j<i \) \
\) \ j=i jsi
A,j A,j A,j A, ]
dér j ar ny dér j ar ny
—[G] —[H] —~(F) —~(P)
—[G]A, i —[H]A, i —(F)A, i —~(P)A, i
\) \ \) \
(F)—A, i (P)—A, i [G]-A, i [H]-A, i
Tabell 4
1d(D) 1d(11) Id
A1) A1) i
i=j j=i \)
\) \ i=i
A() A()
Tabell 5

De grundliggande identitetsreglerna &r redundanta i system som inte
innehaller nagra dvriga “identitetsregler” (regler som innehaller indentitets-

tecknet).

4.1.3. Temporalatillganglighetsregler

T-<4 T->4 T-<4 T->4
i<j i>] i<j i>j
i<k ji>k j<k ji=k
\: ) \: \:
i<k i>k i<k i>k

Tabell 6
T-<PD T->PD T-<PD T->PD
j j J j
\: ) \2 \:
k<j k>j k<] k>j
dér k dr ny dér k dr ny dér k dr ny dér k dr ny
Tabell 7
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T-<T T->T T-<T T->T
e L Jeee Jeee L Jeos
J J J J
<] 1>] 1<) 2]
Tabell 8
T-<B T->B T-<B T->B
i<j i>] i<j i>]
J J J J
j<i j>i j<i j=i
Tabell 9

Reglerna T-<T och T->T ér intuitivt inte sdrskilt plausibla, eftersom de svarar
mot villkoren att relationerna tidigare dn och senare dn ar reflexiva. Tvirt
om forefaller dessa relationer vara irreflexiva. Inte heller reglerna T-<B, T-
>B, T-<B eller T->B ir sirskilt tilltalande rent intuitivt, eftersom de svarar
mot villkoren att de olika temporala relationerna &r symmetriska, nir
atminstone de tva forsta i sjidlva verket forefaller vara asymmetriska.
Anledningen till att jag har inkluderat dessa dr att om tiden &r cirkuldr och
transitiv, sa foljer det att den ocksaé &r reflexiv och symmetrisk. Och det tycks
inte alls vara omojligt att forestilla sig att tiden skulle kunna vara cirkulir. Ar
tiden linjér, dr de emellertid inte rimliga.

T-<F T->F T-<C T->C
wedy Joe dy e cd g IS 5 PO
N N N PN
i<j j<i i2j j=i i<j i=j j<i i>j i=j j>i
Tabell 10
T-<DE T->DE T-<DE T-=DE
i<j i>] i<j i>]
\) \ \) \)
i<k i>k i<k ik
k<j k>j k<j k>j
dér k ér ny dér k dr ny dér k dr ny dér k dr ny
Tabell 11
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T-<PC T-<PC T->PC T->PC
j<i j<i j=i j>i
k<i k<i k=i k>i
N N N N
j<kj=kk<j j<kj=kk<j jzkj=kk=j i>kj=kk>j
Tabell 12
T-<LB T->LB T-<LB T->LB
j<i j>i j<i j=i
k<i k>i k<i k=i
\) \ \) \)
1<j 1>] 1<) 12]
1<k 1>k 1<k 1>k
dér | 4r ny dér 1 ar ny dér 1 ér ny dér 1 4r ny
Tabell 13
T-<>C T-><C T-<>C T-2<C
i<]j i>] i<j i>]

\) \ \) \)
j>i j<i j2i j<i
Tabell 14
T-=<I T-=2I T-<«1 T->>1
i=j i=j i<j i>]

) J YN N
i< i>] i=j i<j i=] i>]
Tabell 15
T-<<I T->21 T-<<PD T->2PD
1<]j i>] sl I...
\) 2 \) \)
i<j 2] j<i j>i

j<i j=i
dér j ar ny dér j ar ny
Tabell 16
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T-<<4 T->24 T-<<LB T->2LB

i<j i>] j<i j>i
i<k jizk k<i k=i

\) \ \) \)
i<k i>k 1< 1>]

I<k 1>k
dér 1 ér ny dér 1 4r ny
Tabell 17
T-<<PP T->>PP T-<<PP T->>PP
k<i k>i k<i k=i
i< 2] i<j i>]

\) \ \) \)
k<1 k>1 k<l k>1
1<j 1>] 1< 12]

dér 1 4r ny dér 1 dr ny dér 1 dr ny dér 1 4r ny
Tabell 18

4.2. Tablasystem
Ett tabldsystem dr en mingd tablaregler. Ett (normalt) temporalt tablasystem
inkluderar alla satslogiska regler och alla grundldggande temporala regler.
Det minimala (normala) temporala tablasystemet kallas ”T”. Genom att ldgga
till ndgon delmingd av de tillgénglighetsregler som introducerades i avsnitt
4.1.3 far vi en extension av T. Vi anvédnder féljande konventioner for att
bendmna olika system. ”TT;...T,”, dar Ty, ..., T, &r en lista (m&jligtvis tom)
pa temporala tillgdnglighetsregler, star for ett temporalt tablasystem som
innehéller tillgdnglighetsreglerna Ty, ..., och T,. ”Redundanta” bokstaver i
namnen uteldmnas. T<4<PC &r t.ex. ett namn péa det temporala tablasystem
som innehaller tillgédnglighetsreglerna T-<4 och T-<PC.

Om S é&r ett tablasystem, sa dr S’s logik, eller den logik som ar baserad pa
S, L(S), médngden av alla satser i TS som kan bevisas i S, dvs. L(S) ={A € TS
: s A}. L(T<4<PC) é&r t.ex. miangden av alla satser som kan bevisas i
systemet T<4<PC, dvs. i det temporala tabladsystem som innehaller alla
grundldggande temporala regler och tillgidnglighetsreglerna T-<4 och T-<PC.

4.3. Exempel pateorem

I det hér avsnittet skall vi nimna nagra teorem i olika temporala tablasystem.
Bevisen ér ofta relativt enkla och uteldmnade. (Vill man léra sig att handskas
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med systemen i den hér uppsatsen kan det vara en bra vning att bevisa alla
satser i det hér avsnittet.)

Teorem. (i) Alla satser i tabell 19 &r teorem i alla temporala tablasystem. (ii)
Byt ut varje forekomst av G mot en férekomst av H och varje forekomst av F
mot en forekomst av P i tabell 19. Varje sats som ar resultatet av en sadan
substitution dr ett teorem i varje temporalt tablasystem. (iii) Byt ut varje
forekomst av G mot en forekomst av [G] och varje férekomst av F mot en
forekomst av (F) i tabell 19. Varje sats som dr resultatet av en sddan
substitution dr ett teorem i varje temporalt tablasystem. (iv) Byt ut varje
forekomst av G mot en forekomst av [H] och varje férekomst av F mot en
forekomst av (P) i tabell 19. Varje sats som é&r resultatet av en sddan
substitution &r ett teorem 1 varje temporalt tablasystem.

G(A A B)=(GA A GB) G(A=B)>(GA=GB)

(GA v GB) o G(A v B) G(A=B)> (FA=FB)

F(A AB) > (FA AFB) G(A =B) o (—FA =-FB)

F(A v B) = (FA v FB) (G(A v B) A —FB) o GA

—F(A v B) = (—=FA A —FB) ((GAAGB)AG((AAB)2C))oGC

(—FA v —FB) o —F(A A B) (G(Ao(BVvC))A(—=FBA—=FC))>—FA

(GAAG(AD>B))>GB ((GAvGB)AG((AvB)>C))oGC

G(A > B) > (FASFB) (GAAG(AD(BAC))D(GBAGC)

(G(AoB)AFA) > FB (=FCAG((AvB)>C))o>(—FAA—FB)

G(A o B) o (—-FB > —FA) ((FAVFB)AG((AvB)>C))oFC

(G(A oB) A —FB) o —FA (G(Ao(BAC))A(—=FBVv—FC))>—FA

GA v (FAAF-A)v —FA (G(AoB)AG(B>C))oG(ADC)
Tabell 19. Teorem i alla system

(GA A GB) o (FXA AB) [G](A o B) o ([G]JA o FB)

([G]JA A [G]B) D F(A A B) ([GJAA[GI(ADB))oFB

(GA v GB) o (FXA v B) [G]A o ([GI(A o B) o FB)

([G]A v [G]B) o F(A v B) [G](A > B) o (—FB o —[G]A)

[GI(A A B) o (F)A A (F)B) (—=FB A [G](A o B)) o —[G]A

[G](A AB) o (FA A FB) —FB o ([G](A © B) > —=[G]A)

[G](A o B) o (GA o (F)B) [G](A > B) o («(F)B > —-GA)

(GAA[G]J(ADB))o(F)B (—(F)B A [G](A ©B)) o —GA

GA o ([GlI(A>B) o (F)B) —(F)B o ([G](A o B) o =GA)

Tabell 20. Teorem 1 T->>PD
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[G](A AB) > (GA A GB) [G](A=B) > (GA =GB)

([GJA v [G]B) © G(A v B) [G]l(A=B) > (FA=FB)

([G]A A [G]B) o G(A AB) [G](A =B) o (—FA = —-FB)

F(A A B) > ((F)A A (F)B) (GAA[G]J(AD>B))oGB

F(A v B) o ((F)A v (F)B) [G](A o B)>(GA >GB)

(FA v FB) o (F)A v B) (FAA[G]J(AD>B))oFB

—(F)A v B) > (—FA A —FB) [G](A o B) > (FA > FB)

(—~(F)A v «(F)B) > —F(A A B) (—FB A [G](A © B)) o —FA

(—~(F)A A «(F)B) > —F(A v B) [G](A o B) o (—FB o —FA)
Tabell 21. Teorem i T->>1

[G](A o B) > ([G]JA o GB)

[G](A > B) o (FA o (F)B)

[G](A > B) > (—(F)B o —FA)

(G(A v B) A «(F)B) o GA

[G]((A v B) 5 C) = ((GA v GB) > GC)

[G]((A v B) 5 C) > ((FA v FB) 5 FC)

[G]((A v B) 5 C) > (—FC = (—FA A —FB))

[G](A > (B v C)) > (FA > (FB v FC))

[G](A > (B v C)) > (—FB A —FC) > —FA)

[G]((A A B) 5 C) = ((GA A GB) > GC)

[G](A > (B A C)) > (GA > (GB A GC))

[G](A > (B A C)) o (FA > (FB A FC))

[G](A > (B A C)) > ((—FB v —FC) > —FA)

(G(A v B) A ([G](A > C) A [G](B > C))) > GC

(G(A v B) A ([G](A > C) A [G](B o D))) > G(C v D)
(GA A ([G](A > B) A [G](A o C))) > (GB A GC)
(G(A A B) A ([G](A > C) v [G](B o D))) > G(C v D)
(GA A ([G](A > B) v [G](A > C))) >G(B v C)

(G(A A B) A ([G](A S C) A [G](B o D))) > (GC A GD)

Tabell 22. Teorem 1 T->2>1

[G](A > B) > (GA S FB)

(GA A [G](A > B)) >FB

[G](A > B) o (=FB 5 —GA)

(FB A [G](A S B)) > —-GA

—(G(A v B) A (=(F)A A —~(F)B))
[G]((A v B) 5 C) > ((GA v GB) > FC)
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1((A v B) o C) o (—FC o (-GA A =-GB))

J(A> B v () >(GA>(FBvFQ))

J(A> B v C)) > (—FBAFC)>—-GA)

1((A A B) o C) o ((GA A GB) o FC)

GJ]((A AB) o C) o (—FC o (-GA v =-GB))

G]((A AB)>C) o (—FC o (F-A v F-B))

G](A > (B AC)) o (GA o (FB AFC))

GJ(A o (B A C)) o ((—=FB v —=FC) > =GA)

[GI(A o (B A C)) o ((—FB v —FC) > —GA)
(G(AVvB)A([GI(ADC)A[G](B2C)) oFC

(G(A v B) A ([G](A> C) A[G](B>D))) o (FC v FD)
(GA A ([GI(A 2 B) A [GI(ADC))) o (FB AFC)
(G(AAB) A ([GI(AD>C) v [G]I(B>D)) > (FCvFD)
(GA A ([GI(A 2 B) v [GI(A>C)) o (FB Vv FC)

(G(A AB) A ([GI(A > C) A[G]I(B o D))) o (FC AFD)

[G
[G
[G
[G
[
[
[
[

Tabell 23. Teorem i T->>PD

Teorem. Byt ut varje forekomst av G mot H, varje forekomst av [G] mot [H],
varje forekomst av F mot P, och varje forekomst av (F) mot (P) i tabell 20-23.
Da giller det att (i) varje sats som é&r ett resultat av en sadan substitution i
tabell 20 och 23 ir ett teorem i T-<<PD, (ii) varje sats som é&r ett resultat av
en sadan substitution i tabell 21 och 22 ér ett teorem 1 T-<<I.

System Teorem

T-<4 HA o HHA, PPA o PA

T->4 GA 5 GGA, FFA o FA

T-<4 [H]A o [H][H]A, (PXP)A o (P)A
T-24 [G]A o [G][GIA, (FXF)A o (F)A
T-<D HA o PA, -(HA A H-A)

T->D GA D FA, -(GA A G—A)

T-<D [H]A o (P)A, —~([H]A A [H]-A)
T-2D [GIA o (F)A, —([G]A A [G]-A)
T-<T [HIAo A, Ao (P)A

T-2T [GIAD A, AD(F)A

T-<DE  PA 5PPA, HHA S HA, (A v H(L v HB)) > (A v HB)
T->DE  FA 5FFA, GGA 5 GA, (A v G(L v GB)) 5 (A v GB)
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T-<DE (P)A o (PXP)A, [H][H]A o [H]A

T->DE (F)A o (FYXP)A, [G][G]A o [G]A

T-<LB PHA o> HPA

T->LB FGA o GFA

T-<LB (P)[H]A o [HKP)A

T->2LB (F[G]A o [GKF)A

T-<PC (PA APB) o> (P(A AB) Vv P(A APB) v P(PA AB))
(H(A v B) AH(A v HB) A H(HA v B)) o (HA v HB)
H((A AHA)>B) vH((BAHB)> A)
P(HBA—A)D>H(A>(HA>B)), HA>(HA>B))VH(HB>oA)

T->PC (FA A FB) o (F(A AB) v F(A A FB) v F(FA A B))
(G(A v B) A G(A v GB) A G(GA v B)) o (GA v GB)
G(AAGA)DB)vG(B AGB)DA)
F(GBA—-A)D>G(A>(GADB)), (G(AD(GA>B))vG(GBDA)

T-<PC ((PYAA(PY)B)>((PXAAB)V(PYAA(P)B)V(P)(PYAAB))
(HI(AvB)A[H](Av[H]B)A[H]([H]AVB))>([H]A v[H]B)

T->PC (F)AAF)B) > ((FXAAB)V{FXAA(F)B)Vv(F)(FYAAB))
([GI(AVB)A[GI(AV[GIB)A[G]([G]AVB))S([G]AV[G]B)

Tabell 24

System Teorem

T-<>C A D HFA,PGAD A

T-><C A > GPA, FHAD A

T-<>C A S [HKP)A, (P)[GIAD A

T-><C A S [GIP)A, (F)[HIAD A

T-=<I [HIA> A, A>(P)A

T-==I [GIAD A, A (F)A

T-<<I [H]A o HA, PA S (P)A

T->>1 [G]A © GA, FA S (F)A

T-<<I (P)A o (A v PA), (A A HA) > [H]A

T->>1 (F)A > (A vFA),(AAGA)D[G]A

T-<<4 HA o [H]HA, (P)PA > PA

T->>4 GA o [G]GA, (F)FA o FA

T-<<PD HA o (P)A, [H]A o PA

T->>PD  GA o (F)A, [G]A o FA

T-<<PP H[H]A o [HJHA, (P)PA > P(P)A

T->>PP G[G]A o [G]GA, (F)FA o F{F)A

T-<<PP [HJHA > H[H]JA, P(P)A o (P)PA
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T->>PP  [G]GA > G[G]A, F(F)A > (F)FA
T-<<LB  P[H]A o [H]PA, (PYHA > H(P)A
T->>LB  F[G]A S [G]FA, (F)GA > G(F)A

Tabell 25

Har foljer nagra fler teorem i lite olika system.

Om S innehéller T->T och T->>4, si dr G[G]A > [G]GA och (F)FA o
F(F)A teorem i S. Om S innehéller T-<T och T-<<4, si dr H[H]A > [HJHA
och (P)PA o P(P)A teorem i S.

Om S innehaller T->=I, T-==I (eller T-=T) och T->>I, s& ir G[G]A >
[G]GA, (F)FA > F(F)A, [G]GA > G[G]A och F(F)A > (F)FA teorem i S.
Om S innehéller T-<<I, T-=<I (eller T-<T) och T-<<I, s& 4r H{H]A o [H]HA,
(P)PA > P(P)A, [HJHA > H[H]A och P(P)A > (P)PA teoremi S.

Om S innehdller T->T, T->2I och T->>1, sé dr [G]A = (A A GA) och (F)A
= (A v FA) teorem i S. Om S innehaller T-<T, T-<<I och T-<<I, si ir, [H]A
= (A A HA) och (P)A = (A v PA) teorem i S.

Om S innehéller T->4, T->LB och T-><C, sé ar (FA A FB) o F(PA A PB)
och G(HA v HB) o (GA v GB) teorem i S. Om S innehéller T-<4, T-<LB
och T-<>C, sé ér (PA A PB) o P(FA A FB) och H(GA v GB) o (HA v HB)
teoremi S.

Om S innehéller T-<C och T-<4, s& ar HHHA > HB) v H(HB o HA) ett
teorem i S. Om S innehéller T->C och T->4, sa r G(GA o GB) v G(GB o
GA) ett teorem i S.

Om S innehéller T-><C och T->PC, s& dr FA > G(PA v A v FA) och
F(HA A A A GA) © GA teorem i S. Om S innehaller T-<>C och T-<PC, sé ar
PA > H(FA v A v PA) och P(HA A A A GA) > HA teorem i S.

Om S innehaller T-<>C, T-><C och T->PC, sa ar PFA o (PA v A v FA),
(HA A A A GA) o HGA teorem i S. Om S innehéller T-<>C, T-><C och T-
<PC, sa ar FPA o (PA v A v FA), (HA A A A GA) > GHA teorem i S.

Om S innehéller T-<>C och T->4, s ar FA > HFA och PGA > GA
teorem i S. Om S innehéller T-><C och T-<4, sd & PA > GPA och FHA >
HA teoremi S.

Om S innehaller T->PD, T->4 och T-><C, sa dr FA > FPA och GHA o
GA teorem i S. Om S innehdller T-<PD, T-<4 och T-<>C, sa dr PA o PFA
och HGA o HA teorem i S.

Om S innehéller T-<>C, T-><C och T->PC, sa dr (HA A A A GA) D HGA
och PFA o (PA v A v FA) teorem i S. Om S innehaller T-<>C, T-><C och
T-<PC, sa ar (HA A A A GA) o GHA och FPA o (PA v A v FA) teorem i S.
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Om S innehaller T->PD, T-<>C, T-><C och T-<4 (eller T->4), sa &r GHA
> (HA A A A GA) och (PA v A v FA) o FPA teorem i S. Om S innehaller
T-<PD, T-<>C, T-><C och T-<4 (eller T->4), sa &r HGA > (HA A A A GA)
och (PA v A v FA) o PFA teorem i S.

Om S innehaller T-<>C och T-><C, sa ar PGA o GPA och FHA > HFA
teoremi S.

Om S innehéller T-<>C, T-><C, T->PD, T->PC och T->4 (eller T-<4), sa
ar GHA > HGA och PFA o FPA teorem i S. Om S innehéller T-<>C, T-
><C, T-<PD, T-<PC och T-<4 (eller T->4), s& &r HGA > GHA och FPA >
PFA teoremi S.

Om S innehéller T-<>C, T-2<C, T->2I, T-<<I och T-2T (eller T-=>I), sa
ar P[G]A o [G]PA och (F)HA > H(F)A teorem i S.

Om S innehéller T-<>C, T-><C, T->2I, T->>I och T-2T (eller T-=2I), sa
ar P[G]A o [G]PA och (F)HA > H(F)A teorem i S. Om S innehéller T-<>C,
T-><C, T-<<I, T-<<I och T-<T (eller T-<I), sé &r F[H]A > [H]FA och (P)GA
> G(P)A teorem i S.

Om S innehaller T-<<I, T-<T, T-<>C, T-><C, T->PC, T-<<I, T->PD och
T->4, sé &r G[H]A > [H]GA och (P)FA > F(P)A teorem i S. Om S innehéller
T->>I, T->T, T-<>C, T-><C, T-<PC, T->2I, T-<PD och T-<4, sa dr H[G]A >
[GJHA och (F)PA > P(F)A teorem i S.

Om S innehaller T->T, T-<>C, T-><C, T->PD, T->>I, T->>I, T->PC och
T->4, sé dr [G]JHA > H[G]A och P{F)A o (F)PA teorem i S. Om S innehéller
T-<T, T-<>C, T-><C, T-<PD, T-<<I, T-<<I, T-<PC och T-<4, sa dr [H]|GA >
G[H]A och F(P)A o (P)FA teoremi S.

Om S innehéller T-<>C, T-><C, T-<T, (eller T-=T) och T->F (eller T-
<F), s& dr [G][H]A > [H][G]A och (PXF)A > (FXP)A teorem i S. Om S
innehéller T-<>C, T-2<C, T-<T, (eller T-=T) och T-<F (eller T->F), sé ar
[H][G]A o [G][H]A och (FXP)A > (PXF)A teorem i S.

Om S innehéller T-<<I, T-=<I och T-<PC, sé &r H([H]A > B) v H([H]B
D A) ett teorem i S. Om S innehaller T->2I, T-=21 och T->PC, sa ir G([G]A
> B) v G([G]B o A) ett teorem i S.

5. Sundhets- och fullsténdighetsteorem

Lat S = TT-A,...T-A, vara ett normalt temporalt tablasystem. Vi skall sdga
att S korresponderar med en klass av ramar, F, (och att F korresponderar med
S)omm F=F(C-A4, ..., C-A)).
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S dr (starkt) sunt i relation till (relativt till eller med avseende pa) F omm
Y — A medfor X | A. S &r (starkt) fullstdndigt i relation till (relativt till
eller med avseende pa) F omm X |— A medfor X |— A.

Vi skall nu visa att alla de temporala tablasystem som vi kan konstruera
med hjélp av véara tablaregler dr sunda och fullstindiga med avseende pa
deras semantik.

5.1. Sundhet

Lat M vara en modell och b en gren pa en tabld. D4 dr b (eller mangden av
satser pa b) satisfierbar i M omm det finns en funktion, f, fran de naturliga
talen till méngden av alla tidpunkter T sadan att:

(i) A ar sann i f(i) i M, for varje nod A, i pa b;
(i) omi<jdrpab,saarf(i) <f(j)iM;
omi>jdrpab,sadr f(i) > f(j) i M;
omi<jdrpab,sddrf(i) <f(j)iM;
omi=jérpab,sadrf(i) = (j) i M;
omi=jéarpab,sadr f(i) = f(j) i M.

Om f uppfyller dessa villkor, skall vi séga att f visar att b &r satisfierbar i M.

Lemma (Sundhetslemma). Lt b vara en gren pé en tabld och M vara en
(temporal) modell. Om b ér satisfierbar i M och en tablaregel tillimpas pa b,
sa produceras atminstone en extension, b’, av b sddan att b’ &r satisfierbar i M.

Bevis. Forst visar vi att sundhetslemmat géller for T. Sen utvidgar vi det
till andra system. Detta gors pd samma sitt som i olika modala system (se
t.ex. Ronnedal (2012), (2012b) eller Priest (2008)). Jag kommer att ga
igenom négra tillgénglighetsregler. Utelamnade steg bevisas pa liknande sétt.
Stegen for de satslogiska reglerna ér vilkénda. Stegen for de grundldggande
temporala reglerna ar enkla modifikationer av vilkénda bevis.

T-<4. Antag att vi har i < j och j < k pa b, och att vi tillimpar T-<4 och fér
en utvidgad gren, b’, av b som innehéller i < k. Eftersom b &r satisfierbar i M,
giller det att f(i) < f(j) och f(j) < f(k) i M. Det foljer att f(i) < f(k) i M,
eftersom M uppfyller villkoret C-<4.

T->C. Antag att vi har i och j pd b, och att vi tillimpar T->C pa denna
gren. DA far vi tre utvidgningar av b, som slutar med i > j, i = j, respektive j >
i. Eftersom b ar satisfierbar i M, sa ar (i) och f(j) i M. M uppfyller villkoret
C->C. Alltsa giller det att (i) > f(j), f(i) = {(j) eller f(j) > f(i) i M. Oavsett
vilket sa finns det en extension, b’, av b saddan att b’ ar satisfierbar i M.
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T-<DE. Antag att vi har i < j pd b, och att vi tillaimpar regeln T-<DE och
far i < k och k <j, dér k ar ny pé grenen. Eftersom b &r satisfierbar i M sé
finns det en funktion f sadan att f(i) < f(j) i M. Alltsa finns det ndgon tidpunkt
t 1 M, sadan att f(i) < t och t < f(j). Fér M uppfyller villkoret C-<DE. Lat f'
vara likadan som f forutom att f'(k) = t. D4 géller det att f'(i) < f'(k) och f'(k)
< f'(j). Eftersom k inte forekommer pé b, visar f att b’ &r satisfierbar i M.

T-<>C. Antag att vi har i < j pd b, och att vi tillimpar regeln T-<>C och
far j > i. b &r satisfierbar i M. Alltsa finns det en funktion f sddan att (i) < f(j)
i M. Det foljer att f(j) > f(i) i M, eftersom M uppfyller villkoret C-<>C.

T-=<I. Antag att vi har i =j pa b, och att vi tillimpar regeln T-=<I och fér
1 <j. D& finns det en funktion f sddan att f(i) = f(j) i M. Ty b é&r satisfierbar i
M. Det foljer att f(i) < (j), eftersom M uppfyller villkoret C-=<I.

T-<<I. Antag att vi har i < j pa b, och att vi tillimpar regeln T-<<I pa
denna gren. D4 fér vi tva utvidgningar av b, som slutar med i = j (den vénstra
grenen) respektive i < j (den hogra grenen). Eftersom b ar satisfierbar i M, sé
har vi (i) < {(j) i M. Det foljer att f(i) = f(j) eller f(i) < f(j) i M, eftersom M
uppfyller villkoret C-<<I. I det forsta fallet &r den vénstra grenen satisfierbar i
M; i det andra den hogra grenen. Oavsett vilket s& finns det en extension, b’,
av b sadan att b’ &r satisfierbar i M.

T-<<PP. Antag att vi har k <ioch i <j pa b, och att vi tillimpar regeln T-
<<PP och far k <l och 1 <j, dir | & ny pa grenen. Eftersom b ar satisfierbar i
M giller det att f(k) < f(i) och (i) < f(j) i M. Alltsa géller det att f(k) <tocht
< f{(j) for nagon tidpunkt t i M. For M satisfierar villkoret C-<<PP. Lat {' vara
likadan som f forutom att f'(1) = t. Det foljer att f'(k) < f'(1) och f'(1) < f(j) i M.
Eftersom 1 inte forekommer pa b, sa visar f" att b’ &r satisfierbar i M. B

Teorem (Sundhetsteorem). Lat S vara ett av de temporala system som vi
diskuterar i denna uppsats och 1t F vara den klass av ramar som
korresponderar med S. Da &r S starkt sunt med avseende pé F.

Bevis. Nér vi vdl har etablerat sundhetslemmat kan vi bevisa
sundhetsteoremet pd samma sétt som for olika modala system (se t.ex.
Ronnedal (2012), (2012b) eller Priest (2008)). B

5.2. Fullstandighet
Inducerad modell (Def.IM). Lat b vara en Oppen (avslutad) gren i en
semantisk tabla, och 1at I vara mangden av alla tal pa b. Vi skall sdga att i ~ j

omm i = j, eller "1 = j” eller ”j = i” forekommer pad b. ~ &r en
ekvivalensrelation och [i] &r i’s ekvivalensklass (definierad av denna

86



Tidslogik som Multimodal Logik

relation). Den temporala modell, M = <T, <, >, <, >, V>, som induceras fran
b definieras pa foljande satt:

T={ty:iel};

ti) < t; omm i < j forekommer pa b;

tii > t; omm i > j forekommer pa b;

tii) < t; omm i < j forekommer pa b;

tii; = t;; omm i = j forekommer pa b;

p ér sann vid t;, om p, i forekommer pé b;

p ér falsk vid t;, om —p, i forekommer pd b.

Om vart tablasystem inte innehéller nagra identitetsregler, reduceras ~ till
identitet och [i] = i. Alltsé kan vi i sddana system lata T vara {t: i € [} och
gora oss av med ekvivalensklasserna. Notera ocksd att t; = t;; omm i = j
forekommer pé b, givet definitionen av en inducerad modell och vara
identitetsregler.

Lemma (Fullstdndighetdemma). Lat b vara en gren pa en fullstdndig
tabla och lat M vara en modell som induceras fran b. Da giller det att:

(1)) Om A, i dr pa b, sd dr A sann i tf;, och
(i1)) Om —A, i dr pa b, sa dr A falsk i ;).

Bevis. Beviset ér i allt vasentligt detsamma som for olika modala system
(se t.ex. Ronnedal (2012), (2012b) eller Priest (2008)). Stegen for de
satslogiska konnektiven och for de grundlaggande temporala operatorerna &r
vélkanda eller modifikationer av vilkidnda bevis. B

Teorem (Fullsténdighetsteorem). Lit S vara ett av de system vi
diskuterar i denna uppsats och lat F vara den klass av ramar som
korresponderar med S. Da ar S (starkt) fullstdndigt i relation till F.

Bevis. Beviset dr 1 allt védsentligt detsamma som for olika modala system
(se t.ex. Ronnedal (2012), (2012b) eller Priest (2008)).

De intressanta nya stegen dr att vi maste visa att den modell som
induceras fran den Oppna grenen, b, i varje fall dr av ritt slag. Vi skall ga
igenom ndgra av alla steg. Ovriga fall bevisas pa liknande siitt.

C-<4. Antag att t[i] < tm och t[j] < t[k], dar t[i], tU]’ t[k] e T. D& forekommer i
< jochj <k pa b [fran DefIM]. Eftersom b dr fullstindig, s& har T-<4
applicerats och vi har i <k pd b. Det foljer att tj;; <ty [frén Def.IM].

C-<PC. Antag att tm < t[i] och t[k] < t[i], dar t[i], tU]’ t[k] e T. Da forekommer
j <iochk <1ipab [frain Def.IM]. Eftersom b ar fullstindig, s& har vi
applicerat T-<PC och vihar j <k,j=kellerk<jpdb.Omj=k drpab, sdj
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~k; och om j ~ k, sd [j] = [k]. Det foljer att tj; < tyq, t5; = tq eller tpg < tp,
vilket skulle bevisas [fran Def.IM].

C-<LB. Antag att tjj < tjj och g < tji, dir t, tgj), tng € T. D4 forekommer
j <iochk < ipab [frain DefIM]. T-<LB har applicerats, eftersom b ar
fullstédndig. Alltsd har vi 1 < j och 1 < k pd b, dir | 4r ny. Det foljer att det
finns en tidpunkt t; 1 T, sidan att ty; < t;; och ty <ty [frén Def.IM].

C-<>C. Antag att t < tj, dér t, t; € T. D4 har vi i <j pd b [frin
Def.IM]. Eftersom b é&r fullstdndig har T-<>C tillimpats. Saledes har vi j > i
pé b. Alltsd kan vi sluta oss till att tjj; > t;;) [frAn Def.IM].

C-=<I. Antag att tj;; = t}j), dr tj), tj; € T. D4 ar [i] = [j] och i ~j. Allts4, i
=], eller ocksa forekommer i =j” eller ”j =1” pa b. I samtliga fall har vii =]
pa b tack vare véra identitetsregler. Eftersom b ar fullstédndig, s& har C-=<I
tillimpats och vi har i <j pd b. Det f6ljer att t;) < t;;) [frin Def.IM].

T-<<I. Antag att tj;; < tj;, dér tj), t;; € T. D4 forekommer i <j pd b [frin
Def.IM]. Eftersom b ar fullstindig har T-<<I applicerats. Alltsd har vi
antingeni=jelleri<jpdb.Omi=jéarpab,sdi~j;ochomi~j,sé[i]=
[j]. Det foljer att tj; = tj; eller tj;) < ty;, vilket skulle bevisas [frdn Def.IM].

C-<<I. Antag att t}; < t};, ddr tp, t;; € T. D4 forekommer i <j pd b [frin
Def.IM]. Eftersom b &r fullstindig, sa har T-<<I applicerats och vi har i < j pa
b. Det foljer att t};) < t}; [frdn Def.IM].

C-<<4. Antag att tj;) < tjj och tyj < tyg, dar t), t5), tyg € T. Déd har vii <
och j < k pd b [fran DefIM]. Eftersom b ar fullstindig, s& har T-<<4
tilldimpats och i < k forekommer pé b. Det f6ljer att t};; < tyg [fran DefIM].

T-<<PP. Antag att t[k] < t[i] och t[i] < t[j], dér t[i], tm, t[k] e T. Da
forekommer k < i och i < j pd b [frin DefIM]. T-<<PP har tillimpats,
eftersom b ar fullstindig. Alltsd har vik <1loch 1< j pd b, dir | 4r ny. Alltsa
finns det en tidpunkt t;; 1 T, sidan att ty < tp; och ty < tj;) [frén Def.IM]. B
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