Virderelationer i Dyadisk Deontisk Logik

Daniel Ronnedal

Abstrakt

Det finns minst fem olika vérderelationer: bdttre dn, minst lika bra som, lika
bra som, sdmre dn och minst lika ddlig som. Syftet med den hér uppsatsen ar
att undersoka vilka formella egenskaper dessa relationer har och hur de
forhaller sig till varandra i dyadisk deontisk logik. Vi bevisar fyra olika
metateorem, som vart och ett innehéller en méngd satser som kan bevisas i
dyadisk deontisk logik. Enligt det forsta teoremet dr A battre dn B eller B
battre dn A eller A och B lika bra (for alla A och B); och om A é&r béttre &n B,
sa dr B inte béttre &n A och inte heller lika bra som A osv. Det andra teoremet
handlar om vilka formella egenskaper de olika vérderelationerna har. Vi
bevisar t.ex. att alla vérderelationer &r transitiva, att /ika bra som och minst
lika bra som &r reflexiva och att bdttre dn &r asymmetrisk. Teorem tre visar
att om tva sakforhallanden A och B ér lika bra, sd stir A i exakt samma
varderelationer till andra sakforhdllanden som B (och tvértom). Teorem fyra
visar att detsamma géller for sakforhallanden som ar nodvéndigt ekvivalenta.

1. Introduktion

Det finns minst fem olika véarderelationer: bdttre dn, minst lika bra som, lika
bra som, sdmre dn och minst lika ddlig som. Syftet med den hér uppsatsen &r
att undersoka vilka formella egenskaper dessa relationer har och hur de
forhéller sig till varandra i dyadisk deontisk logik. Vi bevisar fyra olika
metateorem, som vart och ett innehéller en méngd satser som kan bevisas i
dyadisk deontisk logik. Enligt det forsta teoremet &r A bittre &n B eller B
battre dn A eller A och B lika bra (for alla A och B); och om A ir béttre 4n B,
sd dr B inte béttre dn A och inte heller lika bra som A; om B ir béttre dn A, sa
ar A inte béttre 4n B och inte heller lika bra som B osv. Det andra teoremet
handlar om vilka formella egenskaper de olika vérderelationerna har. Vi
bevisar t.ex. att alla virderelationer &r transitiva, att lika bra som och minst
lika bra som ir reflexiva och att bdttre dn dr asymmetrisk. Teorem tre visar
att om tva sakforhallanden A och B ér lika bra, sd star A 1 exakt samma
varderelationer till andra sakforhallanden som B (och tvirtom). Teorem fyra
visar att detsamma géller for sakforhallanden som &dr nodvéndigt ekvivalenta.
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Det tycks som om virdeuttrycken “’battre &n”, “minst lika bra som”, “’lika
bra som”, ”sdmre dn” och “minst lika dilig som” kan anvéndas i flera olika
betydelser. I den hér uppsatsen &r vi intresserade av hur dessa uttryck kan
definieras i s.k. dyadisk deontisk logik. De definitioner vi anvénder &r kanske
inte uppenbart korrekta vid en forsta anblick. Men de teorem vi kan hirleda
med hjdlp av dessa definitioner &r intuitivt mycket rimliga. Definitionernas
fruktbarhet avgors delvis av vilka konsekvenser de har. Véra system tycks
inte omedelbart ldmpa sig for att symbolisera alla typer av vérdeuttryck. Nér
vi sdger att A dr béttre &n B i1 den hér uppsatsen, s menar vi att A &r
moraliskt béttre d4n B allt taget i beaktande; och pd samma sétt forhaller det
sig med de dvriga vardeuttrycken.

Dyadisk deontisk logik &r en typ av deontisk logik som innehaller
sarskilda symboler som kan anvéndas for att analysera villkorliga normer av
formen: ”Det bor vara fallet att A givet att B ar fallet”, ”Det &r tillatet att A
givet att B &r fallet” och ”Det &r forbjudet att A givet att B ar fallet”. Dessa
symboler kan sedan anvéndas i definitionerna av vara olika vardeuttryck.

Nicholas Rescher (1958), Georg Henrik von Wright (1964), Sven
Danielsson (1968), Bengt Hansson (1969), Bas van Fraassen (1972), (1973),
David Lewis (1973), (1974), Frans von Kutschera (1974) och Lennart Aqvist
(1971), (1973), (1987), &r nagra av pionjdrerna inom denna gren av logiken. I
den hir uppsatsen kommer vi att anvénda ett system som kallas "TG” i
Ronnedal (2009b) for att bevisa vara olika teorem. For mer information om
detta system, och om dyadisk deontisk logik i allméinhet, se Ronnedal
(2009b), (2012), (2015); se ocksa Rénnedal (2009)."

Uppsatsen dr indelad i tre avsnitt. Avsnitt 2 innehéller en introduktion till
det dyadiska systemet TG, som vi anvénder i den hir uppsatsen for att hirleda
olika satser. I avsnitt 3 bevisar jag fyra intressanta metateorem, som handlar
om vilka formella egenskaper de olika véirderelationerna har och hur de
forhéller sig till varandra. Innehéllet i dessa teorem har redan beskrivits ovan.

! Det kan finnas ménga olika skil att studera dyadisk deontisk logik, forutom att det gr att
formulera intressanta definitioner av vara olika virdeuttryck i denna typ av logik. I Ronnedal
(2009b) ndmner jag nagra. Det kanske viktigaste skdlet &r att vi tycks behdva ndgon form av
dyadisk deontisk logik for att 16sa Roderick M. Chisholms s.k. “contrary-to-duty” paradox (se
Chisholm (1963)). (Se ocksa Prior (1954).) For mer information, se Ronnedal (2012, ss. 112—
118); se ocksa Ronnedal (2012, ss. 118—121).
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2. Dyadisk deontisk logik

Det hér avsnittet innehaller en sammanfattning av den syntax, semantik och
bevisteori vi anvéinder i den hir uppsatsen (for en mer utforlig framstéllning
av dyadisk deontisk logik och systemet TG, se Ronnedal (2009b) eller
Ronnedal (2012)).

2.1 Syntax
Spréket L2 bestér av foljande alfabet och satser.

Alfabet
En méngd satsbokstéver p, q, 1, S, p1, 41, I15 S1> P2, Q25 12, S2, - - -
De satslogiska konnektiven — (negation), A (konjunktion), v
(disjunktion), — (materiell implikation) och <> (materiell ekvivalens).
Tre deontiska operatorer O, P och F.
T (verum), L (falsum), parenteser ), (, ] och [.
Tre aletiska operatorer J (nddvédndighet), <& (mdjlighet) och <
(omgjlighet).

Satser
Spréket L2 bestar av alla satser eller vdlformade formler (vff) som genereras
frén foljande villkor.

Alla satsbokstdver, T och L dr satser.

Om A ir en sats, sa dr —A en sats.

Om A och B ér satser, s dr (A A B), (A v B), (A — B) och (A < B)
satser.

Om A och B ér satser, sa dr ocksd O[A]B, P[A]B och F[A]B satser.
Ingenting annat ir en sats.

A, B, C, D... representerar godtyckliga satser i spraket (inte nodvéndigtvis
atomdra). Parenteser runt vélformade formler uteldmnas i regel om ingen
méngtydighet uppstér eller om den méngtydighet som uppstér &r irrelevant i
sammanhanget. De ”dyadiska” satserna i spraket ldses pé foljande sétt.

O[BJA: Det ér obligatoriskt att A givet B.
P[B]A: Det ar tillatet att A givet B.
F[B]JA: Det ir forbjudet att A givet B.
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Definitioner

OA =dfO[T]A. PA =dfP[T]A. FA =dfF[T]A. UA =de[T]A. U[B]A =df_|O[B]A.
K[B]JA =4P[B]A A P[B]-A. N[B]JA =4+—K[B]JA (O[B]JA v O[B]—-A). O'[B]A
=4t P[B]T A O[B]A. P'[BJA =4 —O'[B]-A (O[B]L v P[B]A). F'[BJA =4
—P'[B]A (O'[B]-A eller (P[B]TAF[B]A)). A>B =4 O[AvB]LVvP[AVB]A
(P[AVvB]T—>P[AVB]A cller P[AVB]A). A>B =4 P[AvB]TAO[AVB]-B
(O'[AvB]-B). A=B =4 O[AVvB]Lv(P[AVB]JAAP[AVB]B) (P[AVB]AA
P[AvB]B). A<B =4#P[BVA]TAO[BVAJ]—-A (O'[BvA]—-A eller B>A). A<
B =4#O[BVA]LVP[BVA]B (P[BVA]T—>P[BVA]B, P[BVA]B eller BA).
”A>B” ldses ”A dr battre dn B”, ”A>B” ”A &r minst lika bra som B”, "A=
B” ”A ér lika bra som B”, ”A<B” ”A &r sidmre dn B”, och ” A<B” A ir
minst lika dalig som B”. Vi skall sdga att >, >, =, < och < &r véirdeoperatorer,
och vi kallar ’A>B”, ’A>B” osv. virdesatser, ’A” forsats och ”B” eftersats.

2.2 Semantik

Vi anviander samma semantik i den hér uppsatsen som i Ronnedal (2009b).
Diér introduceras tva typer av ramar och modeller. De s.k. utvidgade ramarna
och modellerna innehdller en preferensrelation mellan mdjliga virldar, en
preferensrelation som anvénds i definitionen av sanningsvillkoren for
sprakets olika satser. Informellt: Det &r sant att det 4r obligatoriskt att A givet
B (O[BJA) om och endast om (omm) A 4r sann i alla de basta B-vérldarna,
dér en B-virld dr en mgjlig vérld i1 vilken B dr sann. Det &r sant att det &r
tillatet att A givet B (P[BJA) omm A 4r sann i minst en av de bésta B-
vérldarna. Och det ar sant att det &r forbjudet att A givet B (F[BJA) omm A
inte dr sann i nadgon av de bista B-vérldarna.

2.3 Bevisteori

Vi anvéinder samma tablametod i den hér uppsatsen som i Ronnedal (2009b)
och (2012). Vill vi bevisa en sats A, sa skapar vi en semantisk tabla for
negationen av A. Ar alla grenar i denna tabla slutna, si ar A giltig. Intuitivt
innebér detta att antagandet att A ar falsk leder till en motségelse, varfor A
maste vara sann. Vi anvinder genomgaende systemet TG i vara bevis. Detta
ar det starkaste systemet som beskrivs i Rénnedal (2009b) och det innehaller
alla tablaregler som presenteras i denna uppsats. Ménga av de satser vi
underséker kan emellertid dven bevisas i svagare system.

% For mer information om tablimetoden, se t.ex. Beth (1955), (1959), D’Agostino, Gabbay,
Héhnle & Posegga (red.) (1999), Fitting (1972), (1983), (1999), Jeffrey (1967), Kripke (1959),
Priest (2008), Ronnedal (2009), (2009b), (2012), Smullyan (1963), (1965), (1966), (1968).
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3. Nigra teorem

I det hir avsnittet skall vi bevisa ndgra teorem som handlar om hur
vardeuttrycken “béttre &n”, “minst lika bra som”, “’lika bra som” osv.
forhaller sig till varandra och vilka formella egenskaper de olika
vérderelationerna har.

Avsnittet innehaller fyra teorem, och varje teorem innehéller en mingd
delsatser. Jag kommer inte att gd igenom varje enskilt bevis, men jag kommer
att ta upp nagra exempel for att belysa bevismetoden. Det forsta teoremet
visar att alla par av satser i TG kan delas in i tre uttdmmande och 6msesidigt
uteslutande kategorier. Det &r antingen fallet att A dr béttre 4n B eller att B ar
battre dn A eller att A och B ar lika bra, och om A 4r béttre 4n B, s dr B inte
battre d&n A och inte heller lika bra som A, osv. Teorem 2 handlar om de
formella egenskaperna hos de olika vérderelationerna. Teoremet visar t.ex. att
lika bra som ar en ekvivalensrelation, att bdttre dn och minst lika bra som &r
transitiva, och att minst lika bra som ar reflexiv medan bdttre dn ar irreflexiv.
Teorem 3 visar att om A och B é&r lika bra, sa kan A bytas ut mot B bade i
forsats och eftersats 1 varje virdesats med bevarat sanningsvérde. Teorem 4
visar att samma sak géller om A och B dr nddvéndigt ekvivalenta.

(4) A>B (B<A) (5) (B=A)A—(A=B)
(1) A>B (B<A) (2) A=B (3) B>A (A<B)
(6) (A>B)A—(A=B) (7) B=A (A<B)

Tabell 1

Teorem 1. Lét (1), (2), (3) etc. referera till rutorna (1), (2), (3) etc. i tabell 1
eller till satserna i dessa rutor. Da giller foljande. (i) (1), (3), (4), och (7)
innehéller tva satser var. Satsen inom parentes dr logiskt ekvivalent med
satsen som inte dr inom parentes. A>B &r t.ex. logiskt ekvivalent med B<A.
Dvs. A dr battre &n B om och endast om B &r sdmre dn A. Denna del visar att
< dr konversen till > (och vice versa) och att > dr konversen till < (och vice
versa). (ii) Varje par av sakforhéllanden &r inkluderat i en och endast en av
rutorna (1), (2), eller (3). Det betyder att t.ex. (A>B)v(B>A)v(A=B) dr ett
teorem; och om en av disjunkterna i denna sats dr sann, sa ar de andra falska.
Dvs. A ar bittre dn B, eller B &r béttre dn A eller, A och B ér lika bra; och om
A dr battre dn B, sa dr det inte fallet att B &r béttre 4n A och det 4r inte fallet
att A och B dr lika bra, etc. (iii) (4) < ((1) v (2)) och (7) <> ((2) v (3)) &r
teorem. Det hér innebir att t.ex. (A=B) <> ((A>B)v (A=B)) r ett teorem.
Dvs. A &r minst lika bra som B om och endast om A ar béttre dn B eller A ar
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lika bra som B. (iv) (3) <> (5) och (1) <> (6) ar teorem. Det hér innebér t.ex.
att (A>B) < ((A=B)A—(A=B)) dr ett teorem. Dvs. A &r bittre &n B om och
endast om A &r minst lika bra som B men inte lika bra som B. (v) Féljande
samband géller: (1) & —(7), (6) <> —(7), (3)<>—(4), (4)>—=(5), @) Vv(7), (2)
S ((DAT).

Bevis. For att bevisa detta teorem visar vi att alla satserna i tabell 2 till 8
ar harledbara i TG. Vi gar igenom ndgra exempel och ldmnar resten till
lasaren. Satserna i tabell 3 visar att (1), (2) och (3) ar uttdmmande, och
satserna i tabell 4 visar att (1), (2) och (3) dr 6msesidigt uteslutande.

Nr Teorem Informell tolkning

i) (A>B)(B<A) A ér béttre an B omm B dr sdmre &n A.

(ii) (A=2B)&>(B<A) A &r minst lTil;alE)ga som B omm B &r minst lika dalig som A.

abel

Nr Teorem Informell tolkning

i (A>B)v(B>A)v(A=B) A dr bittre 4n B eller B &r béttre dn A eller A ar lika bra
som B.

(i) (B<A)v(B>A)v(A=B) B ar samre dn A eller B ér béttre dn A eller A ar lika bra
som B.

(iii) (A<B)v(B<A)v(A=B) A dr samre dn B eller B 4r simre dn A eller A ar lika
bra som B.

iv) B>A)v(B<A)v(A=B) B ar bittre an A eller B &r saimre dn A eller A ar lika bra
som B.

Tabell 3

Nr Teorem Informell tolkning

(1) (A>B)—>—=(B>A) Om A ir battre dn B, sa &r B inte béttre dn A.

(ii) (A>B) > —=(A<B) Om A &r battre dn B, sa &r A inte simre &n B.

(iii) (A>B) > —=(A=B) Om A ir bittre dn B, sa ér A inte lika bra som B.

(iv) (A<B)—> —=(A>B) Om A dr sdmre &n B, s &r A inte béttre &n B.

) (A<B)—> =(B<A) Om A ir sdmre &n B, s dr B inte sdmre &n A.

(vi) (A<B)—> —=(A=B) Om A ir sdmre &n B, sé &r A inte lika bra som B.

(vil) (A=B)—>—=(A>B) Om A ir lika bra som B, sé ar A inte béttre dn B.

(viii) (A=B)—>—=(A<B) Om A ir lika bra som B, s dr A inte sémre dn B.

(ix) (A=B)—> =(B<A) Om A ir lika bra som B, s dr B inte sdmre &n A.

(x) (A=B)—>—=(B>A) Om ? ];a'rnlika bra som B, sa &r B inte béttre dn A.

abel
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Teorem Informell tolkning

(A>B)—> (A=B) Om A ér battre &n B, s& 4r A minst lika bra som B.

(A=B)—> (A=B) Om A ér lika bra som B, sa dr A minst lika bra som B.

(A<B)—> (A<B) Om A dr sdmre &n B, s& 4r A minst lika délig som B.

(A=B)—> (A<B) Om A ér lika bra som B, sa dr A minst lika dalig som B.
Tabell 5

Teorem Informell tolkning

(B> A) < (B>A)v (A=B))

(B> A) < (A<B)v (A=B))

(A<B) < (B> A)v (A=B))

(A<B) < ((A<B)v (A=B))

Teorem

(A>B) & (A=B) A ~(A=B))

(A>B) & (BSA) A ~(A=B))

(A<B) & ((B2A) A ~(A=B))

(A<B) & ((A<B) A ~(A=B))

B édr minst lika bra som A omm B ér béttre dn A eller
A ér lika bra som B.

B ar minst lika bra som A omm A &r samre &n B eller
A ér lika bra som B.

A dr minst lika dalig som B omm B é&r bittre an A
eller A ar lika bra som B.

A ar minst lika dalig som B omm A &r sdmre én B

eller A dr lika bra som B.
Tabell 6

Informell tolkning

A &r bittre an B omm A dr minst lika bra som B och
A inte dr lika bra som B.

A &r bittre 4an B omm B ar minst lika délig som A
och A inte dr lika bra som B.

A &r sémre an B omm B &r minst lika bra som A och
A inte dr lika bra som B.

A &r sémre dn B omm A 4r minst lika dalig som B

och A inte dr lika bra som B.
Tabell 7

Teorem Informell tolkning

(A>B) <> —(B=A) A drbittre &n B omm B inte dr minst lika bra som A.
(A<B)> —(B<A) A idrsidmre an B omm B inte dr minst lika dalig som A.

(A=B)v(B=A) A dr minst lika bra som B eller sd 4r B minst lika bra som A.
(A<B)v(B<A) A dr minst lika dalig som B eller sa dr B minst lika déalig som A.
(A=B) & A édr lika bra som B omm A &r minst lika bra som B och B ér
(A=ZB)A(B=A)) minst lika bra som A.

(A=B) & A édr lika bra som B omm A &r minst lika dalig som B och B ar

((ASB)A(B<A))  minst lika dilig som A.

Tabell 8
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(A>B)<>—(B2A) = (P[AVB]TAO[AvB]-B)——(O[Bv A]LvP[BVA]B)
(1) =((P[AVB]TAO[AV B]=B)——(O[Bv A]LvP[BVA]B)), 0
(2) P[AVB]TAO[AVB]-B, 0 [1, —=—]
(3) =—(O[BVA]LVP[BVAIB), 0 [1, =]
(4) P[AVBIT, 0 [2, A]
(5) O[AVB]-B, 0 [2, A]
(6) O[BvA]LVP[BVA]B, 0 [3, ——]
(7) O((AvB)< (BvA)), 0 [GA]
(8) P[BVAIT, 0 [4, 7, DR1]
(9) O[BvA]-B, 0[5, 7, DR1]

"4 N
(10)O[BVvA]L,0[6,v] (11)P[BVAIB, 06, v]
(12) Org A1 [8, P] (13) Org A1 [11, P]
(14)T, 1 [8, P] (15)B, 111, P]

(16) L, 1[10, 12, O] (17)=B, 1[9, 13, O]
(18) * [16] (19) * [15, 17]

(A=B)v(B2A) = (O[AvB]LvP[AvB]A)v(O[BvA]LvP[BVA]B)
(1) =((O[AvB]LVP[AVB]A)v(O[BVA]LVP[BvAIB)), 0
(2) ~(O[AVB]LVP[AVB]A), 0 [1, =]

(3) =(O[BVA]LVP[BVA]IB), 0 [1, —v]
(4) =O[AVBIL, 0 [2, —v]
(5) —=P[AVBIA, 0 [2, —v]
(6) =O[BVA]L, 0[3, —v]
(7) —=P[BVAJB, 0 [3, -]
(8) PI[AVB]-.L, 0 [4, —O]
(9) O[AVBI]-A, 0[5, —P]
(10) P[BvA]~L, 0 [6, —O]
(11) O[BVA]-B, 0 [7, —P]
(12) Ora, g1 [8, P]
(13) =L, 1 [8, P]
(14) =A, 19, 12, 0]
(15) AvB, 1[12, Tol]
(16) O((AvB) <> (BvA)), 0 [GA]
(17) O[AvB]-B, 0 [11, 16, DR2]
(18) =B, 1[12, 17, O]

"4 N
(19) A, 115, V] (20) B, 1 [15, V]
(21) * [14, 19] (22) *[18, 20]

10
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”GA” i bevisen ovan stir for regeln the Global Assumption Rule. Se
Ronnedal (2009b) for mer information om denna regel.

(A=B)<>((A=zB)A(B=A)) = (O[AVB]Lv(P[AVB]AAP[AVB]B)) <
((O[AVB]LVP[AVB]A)A(O[BVA]LVP[BVA]B))

Om det dr logisk sant att A implicerar B och det ar logiskt sant att B
implicerar A, sa dr det logiskt sant att A och B &r ekvivalenta. S for att
bevisa att A och B é&r logiskt ekvivalenta, kan vi forst bevisa att A implicerar
B och sedan att B implicerar A. Vi anvinder denna strategi for att bevisa sats
(v) 1 tabell 8. Eftersom (A=B) <> ((A=B)A (B=A)) per definition ir logiskt
ekvivalent med (O[AVB]Lv(P[AVB]JAAP[AVB]B))< ((O[AVB]LVP[AV
BJA)A(O[BvA]LVP[BvA]B)), bevisar vi forst att (O[AvB]Lv(P[AVB]A
AP[AVB]B)) medfor (O[AVB]LvP[AVB]A)A(O[BVvA]LVvP[BvA]B), och
sedan att (O[AVvB]LVP[AVB]A)A(O[Bv A]LvP[BvA]B) medfér O[A v
B]Lv(P[AVB]AAP[AVB]B).

Vanster till hoger.

—((O[AVB]Lv(P[AVB]JAAP[AVB]B))—

((O[AVB]LVP[AVB]A)A(O[BVA]LVP[BVA]B))), 0
(O[AVB]Lv(P[AVBJAAP[AVBI]B)), 0
—((O[AVB]LVP[AVB]A)A(O[BVA]LVP[BVA]B)), 0

"4 N
—(O[AVB]LVP[AVB]A), 0 —(O[BVA]LVP[BVA]B), 0
—O[AVBIL, 0 —O[BVAIL, 0
—P[AVB]A, 0 —P[BVAJB, 0
P[AVB]-L, 0 P[BVA]-L, 0
O[AVB]-A, 0 O[BVA]-B, 0
Orausl O((AvB)<s (BVA)), 0
L1 % N
v N P[AVB]AA
O[AVBI]L, 0 P[AVB] O[AVBIL, 0 P[AVBIB, 0
1,1 P[AVB] P[AVB]-L, 0 P[AVBIA, 0
* P[AVB] Orppl P[AVBIB, 0
P[AVB] —L1 O[AVB]-B, 0
OrAvBZ J_, 1 OrAvBl
A2 * B, 1
“A,2 ~B, 1

*
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Hoger till vénster.
(1) =(((O[AVB]LVvP[AVB]A)A(O[BVA]LVP[BVA]B))— (O[AVB]Lv
(P[AVB]JAAP[AVB]B))), 0
(2) (O[AVB]LVP[AVB]A)A(O[BVA]LVP[BVA]IB)), 0[1]
(3) ~(O[AVB]LvVv(P[AVBJAAP[AVB]B)), 0 [1, =]
(4) O[AVB]LVP[AVBIA, 02, A]
(5) O[BVA]LVP[BVA]B, 02, A]
(6) =O[AVBIL, 0[3, V]
(7) ~(P[AVB]JAAP[AVB]B), 0 [3, —V]
(8) PIAVB]—L1, 0 [6, =O]
(9) Orp51 8, P]
(10) =L, 1 [8, P]
(1) O((AvB)«<>(BVA)), 0[GA]
"4 N
(12) O[AVB]L,0[4,v]  (13) PIAVBIA, 0[4, v]
(14) 1,119, 12,0] ¢ N
(15) * [14] (16) O[BVAIL,0[5,v]  (17) P[BVA]B, 0[5, V]
(18) O[AVBIL, 011, 16] (19) P[AVB]B,0[11, 17]
(20) L, 119, 18, 0] v N
(21) *[20] (22) -P[AVB]A,0 (23)—-P[AVBI]B,0
(24) * [13, 22] (25)* 19,231 m

Vi skall nu sdga nagot om de formella egenskaperna hos véra vérderelationer.
Lat R vara en relation. Da giller det att R ar reflexiv omm ARA; R ar
irreflexiv omm —ARA; R ar symmetrisk omm ARB — BRA; R ér
asymmetrisk omm ARB ——BRA; R ir transitiv omm (ARBABRC)— ARC;
R &r ”antisymmetrisk” omm (ARB A BRA) — (A =B); R dr Euklidisk omm
(ARBAARC)—BRC.

Teorem 2. (i) Lika bra som (=) ir en ekvivalensrelation: den dr reflexiv,
symmetrisk och transitiv. Lika bra som (=), minst lika bra som (), och minst
lika dalig som (<) ér reflexiva relationer. Bdttre dn (>) och sdmre dn (<) ar
irreflexiva relationer. Lika bra som (=) &r symmetrisk, och bdttre dn (>) och
sdamre dn (<) ar asymmetriska. Minst lika bra som (2), och minst lika dalig
som (<), dr varken symmetriska eller asymmetriska. Alla virderelationer &r
transitiva. Lika bra som ar antisymmetrisk” och Euklidisk. (ii) Alla satser i
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tabell 10 &r teorem i TG. Del (ii) i detta teorem sdger nadgot om hur de olika
viarderelationerna &r relaterade till varandra.

Nr  Teorem Informell tolkning

(1) A=A A ér lika bra som A.

i) A=A A dr minst lika bra som A.

(i) A<A A dr minst lika dalig som A.

(iv) —=(A>A) A dr inte battre &n A.

V) —=(A<A) A dr inte sdmre dn A.

(vi) (A=B)—>(B=A) Om A ir lika bra som B, sé dr B lika bra som A.

(vi)) (A>B)—>—=(B>A) Om A ir bittre dn B, sa dr B inte béttre dn A.

(viii)) (A<B)—>—=(B<A) Om A ir sémre &n B, sé &r B inte sémre &n A.

(ix) (A>B)A(B>C))—>(A>C) Om A édr béttre &n B och B &r béttre dn C, sd dr A
béttre &n C.

x) (A<B)A(B<C)—>(A<C) OmA drsamre &n B och B &r sdmre dn C, sa dr A
sdamre dn C.

xi) (A=ZB)A(B=2C))—>(A=2C) Om A dr minst lika bra som B och B 4r minst lika bra
som C, sa dr A minst lika bra som C.

xii)) (ASB)AB<C)—>(A<C) Om A ér minst lika dilig som B och B &r minst lika
délig som C, sa dr A minst lika délig som C.

xiil)) (A=B)A(B=C))>(A=C) Om A ir lika bra som B och B &r lika bra som C, s&
ar A lika bra som C.

xiv) (A=B)A(A=C))>(B=C) Om A ir lika bra som B och A ér lika bra som C, sa
ar B lika bra som C.

xv) (A=C)A(B=C))—>(A=B) Om A ir lika bra som C och B &r lika bra som C, s&

r A lika bra som B.
Tabell 9

Vi har sagt att ”A = B” ldses ”A ar lika bra som B”. Men eftersom lika bra ar
en ekvivalensrelation, kan ”A = B” lika géirna ldsas A och B ar lika bra”
eller t.o.m. ”B ér lika bra som A” och "B och A é&r lika bra”. ”A = B” kan
ocksa ldsas A dr lika dalig som B”, A och B ér lika déliga” etc. Om négon
sdger att A ar lika bra som B, sd antyder detta att bade A och B &r bra (pa
nagon absolut skala). Om nagon séger att A &r lika dalig som B, s& antyder
det att bade A och B ar daliga (pa nagon absolut skala). Men det gar att
argumentera for att detta handlar om ett slags pragmatisk implikation istéllet
for en semantisk skillnad mellan bada dessa uttryck. Enligt tabell 10 (ix) och
() &r minst lika bra som, och minst lika dalig som ”antisymmetriska”.

13
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Nr  Teorem Informell tolkning

[©) (A>B)A(B=C))> (A>C) Om A ar battre &n B och B ar lika bra som C, sa dr A
battre an C.

(i) ((A<B)AB=C))>(A<C) OmA irsamre an B och B &r lika bra som C, s& &r A
samre dn C.

(iii) (A=ZB)A(B>C))—>(A>C) Om A ar minst lika bra som B och B ér bttre n C,
sa ar A bittre &n C.

iv) ((A<B)AB<C)) > (A<C) OmA ir minst lika dilig som B och B &r sdmre 4n C,
s& &r A sdmre dn C.

V) (A=B)A(B>C))—>(A>C) Om A ir lika bra som B och B ér battre dn C, sd ar A
battre an C.

vi) (A=B)A(B<C))>(A<C) OmA ir lika bra som B och B &r simre &n C, sd &r A
samre dn C.

(vi)) (A>B)A(B=C))—> (A>C) Om A ér bittre &n B och B &r minst lika bra som C,
sa ar A bittre &n C.

(viii) (A<B)A(B=<C))—>(A<C) OmA irsamre dn B och B 4r minst lika dilig som C,
s& &r A sdmre dn C.

(ix) (A=ZB)A(B=A))—> (A=B) Om A ar minst lika bra som B och B 4r minst lika bra
som A, sa ar A lika bra som B.

x) (A<B)A(B<A))>(A=B) OmA ir minst lika dilig som B och B &r minst lika

délig som A, sa dr A lika bra som B.
Tabell 10

Bevis. Alla satser i tabell 9 och 10 &r intuitivt rimliga. Bevisen av flera av
dessa teorem dr emellertid inte triviala. Hér &r ndgra exempel.
Tabell 9 (i) (A=A) =O[AVA]LVv(P[AVA]JAAP[AVA]JA)

—(O[AVA]LV(P[AVA]JAAP[AVA]JA)), O
—O[AVA]L, 0
—(P[AVAJAAP[AVA]A), 0
P[AVA]-L,0
Ora,al
—1,1
4 N
—P[AVA]A, 0 —P[AVA]A, 0
O[AVA]-A, 0 O[AVA]-A, 0

—A, 1 —A, 1
AVA,1 AVA,1
v N v N

A, 1 Al A1 Al
* * * *
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Tabell 9 (vii)) (A>B) > (B> A)=
(P[AVB]T A O[AVB]-B) = —(P[BVA]T A O[BVA]-A)
—((P[AVB]T A O[AVvB]-B) - —=(P[BVA]T A O[BVA]-A)), 0
P[AVB]T A O[AVB]-B, 0
—(P[BVA]T A O[BVA]-A), 0
P[AVBI]T, 0
O[AVB]-B, 0
P[BVA]T A O[BVA]—-A, 0
P[BVA]T, 0
O[BVA]-A, 0
O(AvB)<(BVA)), 0
O[AVB]-A, 0
Ora,gl
T, 1
—A, 1
—B, 1
AvB,1
4 N
Al B, 1
*

*

Tabell 9 (ix) (A>B)A (B>C)) = (A>C). Denna sats sdger att relationen
bdttre dn dr transitiv. Teoremet &r intuitivt tilltalande och det kan tyckas vara
uppenbart sant. Beviset dr emellertid inte alls trivialt. Som tur &r kan vi
anvinda oss av nagra resultat i Rénnedal (2015). ((A>B)A(B>C))—> (A>C)
ar per definition ekvivalent med (OJA v B]-B A O'[B v C]-C) - OTA v
C]—=C. Och denna sats dr i sin tur logiskt ekvivalent med satsen VFS5, dvs.
O'[A v B]-B — (O'[B v C]-C — O'[A v C]=C), som bevisas i Ronnedal
(2015). Det foljer att ((A>B)A(B>C))—(A>C) ér ett teorem i TG.

Tabell 10 (iii) ((A=B) A (B>C)) = (A>C). Denna sats ar per definition
ekvivalent med (PTAVB]JAAO'[Bv C]-C)— OTAv C]-C, som i sin tur dr
logiskt ekvivalent med satsen vF6, P'[A v B]JA — (O'[Bv C]-C — O'[A v
C]—-C), som bevisas i Ronnedal (2015). Det foljer att (A=B)A(B>C))—(A
>C) ér ett teorem 1 TG.

Tabell 10 (v) (A=B)A(B>C))— (A>C). Vi har ovan bevisat att (A=B)
< ((A=ZB)A(B=A)) och (A2B)A(B>C))— (A>C) ér teorem i TG. Fran
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detta foljer det med hjélp av vanlig satslogik att (A=B)A(B>C))—(A>C),
vilket vi enkelt kan bevisa i TG genom att tillimpa regeln Global Assumption
(GA) (se Ronnedal (2009b)).

Tabell 10 (vii) (A>B)A(B=C))— (A>C). Denna sats dr per definition
ekvivalent med (O'TAvB]-BAP'[Bv C]B)— OTAv C]-C, som i sin tur ar
logiskt ekvivalent med vF7, O'[A v B]-B — (P'[Bv C]B — O[A v C]-C),
som bevisas i Ronnedal (2015). Det foljer att (A>B)A(B=C))—> (A>C) ar
ett teorem 1 TG. B

Teorem 3. Lat © vara >, >, =, < eller <. D4 é&r alla instanser av (A=B)— ((A
©C)«<(B©O©C)) och (A=B) > ((COA)«> (COB)) teorem i TG. Om A &r
lika bra som B, si kan A ersittas med B bade i forsats och eftersats i varje
(komparativ) vérdesats (med bevarat sanningsvirde). For att bevisa detta,
maste vi visa att alla satser i tabell 11 &r teorem i TG.

Nr Teorem Informell tolkning

@) (A=B)—>((A=C)«>(B=C)) Om A ir lika bra som B, sd dr A minst lika bra som C
omm B dr minst lika bra som C.

(ii) (A=B)—>((CzA)«<>(C=B)) Om A ir lika bra som B, sd dr C minst lika bra som A
omm C dr minst lika bra som B.

(iii) (A=B)—>((A>C)«<>(B>C)) Om A ér lika bra som B, sa r A bittre &n C omm B
ar bittre &n C.

(iv) (A=B)—>((C>A)«<>(C>B)) Om A ér lika bra som B, sa &r C béttre &n A omm C
ar bittre &n B.

) (A=B)—>((A=C)«<>(B=C)) Om A ér lika bra som B, sa ar A lika bra som C omm
B iér lika bra som C.

(vi) (A=B)—>((C=A)«<>(C=B)) Om A ér lika bra som B, sa ar C lika bra som A omm
C ér lika bra som B.

(vi)  (A=B)—>((A<C)«<>(B<C)) Om A ér lika bra som B, sa ar A sdmre &n C omm B
ar sémre &n C.

(viii) (A=B)—>((C<A)«<>(C<B)) Om A ér lika bra som B, sa ar C sdmre dn A omm C
ar simre 4n B.

(ix) (A=B)—>((A<C)<>(B=<0()) Om A ir lika bra som B, sd 4r A minst lika dalig som
C omm B ér minst lika dalig som C.

(x) (A=B)—>((C<A)<>(C<B)) Om A ir lika bra som B, sd dr C minst lika dalig som

A omm C &r minst lika dalig som B.
Tabell 11
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Bevis. Alla satser i tabell 11 &r intuitivt rimliga. Bevisen &r emellertid inte
helt triviala. For den som &r intresserad av att lira sig att handskas med
systemet TG kan det vara en bra dvning att hérleda alla dessa satser (utan att
anvinda GA). Tack vare regeln GA kan dock slutledningarna forenklas. Jag
skall ta upp ett exempel for att illustrera metoden. Jag skall bevisa teorem
(iii) i tabell 11.

(iii) (A =B) = ((A > C) &> (B > C)). Vi har ovan bevisat satsen ((A = B)
A (B>C)) > (A>C) (tabell 10 (v)) och vi har noterat att (A =B) - (B=A)
(tabell 9 (vi)) ar ett teorem i TG (beviset &r relativt enkelt). (A =B) A (B >
C)) = (A > C) ér logiskt ekvivalent med (A =B) — (B> C) - (A>(C)). Vi
far alltsd lagga till vilken instans som helst av dessa teorem pé vilken 6ppen
gren som helst i en TG-tabld. Vi anvénder oss av dessa hjilpsatser i beviset
av (iii) nedan.

—((A=B) = (A>C) < (B>()),0
A=B,0
—~((A>C) > (B>()),0
(A=B)— ((B>C)— (A>()),0
(B=A)— (A>C)— (B>()),0
(A=B) > (B=A),0
B=A,0
(B>C)—>(A>C),0
(A>C)—> (B>C),0

v N
A>C,0 —(A>0C),0
—(B>C(C),0 B>C,0
B>C,0 A>C,0
* *

Nod (4), (5) och (6) i ovanstdende tabla &r instanser av de teorem vi har
nidmnt ovan. De introduceras med hjilp av GA. Ovriga satser i tabell 11 kan
bevisas pa liknande sétt. B

Lat oss ta upp ett annat teorem som paminner om teorem 3.

Teorem 4. Lat © vara >, >, =, < eller <. D4 &r alla instanser av J(A<>B)—
(A©C)«>(BOC)) och (A<>B)—> ((COA)«>(COB)) teorem i TG. Om
A &r nddvindigt ekvivalent med B, sa kan A erséttas med B i forsatsen och i
eftersatsen i varje (komparativ) virdesats (med bevarat sanningsvirde) och
tvértom.
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Nr  Teorem Informell tolkning

(1) OA<B)—>((A=2C)«<(B=0)) Om det dr nodviandigt att A omm B, sa &r A minst
lika bra som C omm B &r minst lika bra som C.

(i) OA<B)—>(CzA)«>(C=B)) Om det dr nodviandigt att A omm B, sa dr C minst
lika bra som A omm C 4r minst lika bra som B.

(i) OA<B)—=>(A>C)«—(B>C)) Om det dr nodviandigt att A omm B, sa &r A bittre
dn C omm B é&r béttre dn C.

(iv) OA+<B)—>(C>A)«(C>B)) Om det dr nodviandigt att A omm B, sa &r C béttre
dn A omm C &r bittre dn B.

v) OA<B)—>(A=C)«(B=0)) Om det dr nodviandigt att A omm B, sa &r A lika
bra som C omm B ér lika bra som C.

(vi) OA<B)—>((C=A)<(C=B)) Om det dr nodviandigt att A omm B, sa &r C lika
bra som A omm C &r lika bra som B.

(vi)) OA<B)—>(A<C)«(B<CQ)) Om det dr nodviandigt att A omm B, sa dr A sdmre
dn C omm B &r sdmre &n C.

(viii)) OA<>B)—>((C<A)«<(C<B)) Om det dr nodviandigt att A omm B, sa ar C sdmre
dn A omm C dr sdmre &n B.

(ix) OA+<B)—=(A<C)«>(B=<0Q)) Om det dr nodviandigt att A omm B, sa dr A minst
lika dalig som C omm B dr minst lika délig som C.

x) OA<B)—>(C<A)«(C<B)) Om det dr nodviandigt att A omm B, sa &r C minst

lika dalig som A omm C &r minst lika dalig som B.
Tabell 12

Bevis. Vi bevisar del (i) och (ii) direkt. Darefter hirleder vi ett par hjélpsatser
som tillsammans med teoremen i tabell 11 kan anvéindas for att bevisa alla
satser i tabell 12.

(i) (A< B)—>(A=2C)«>(B=C)) =
OA«<B)—>((O[AvC]LVvP[AVC]A)«<>(O[BVvC]LVvP[BVvC]B))
O(A<B),0
—((O[AvC]LVvP[AVC]A)«< (O[BVvC]LVvP[BvC]B)), 0
OA+B)>O((AvC)«—(Bv()),0

"4 N
O[AvC]LVP[AVC]A —(O[AvC]LvP[AVC]A), 0
—(O[BvC]LvP[BvC]B), 0 O[BvC]LvP[BvC]B, 0
—O[BVC]L, 0 —O[AVC]L, 0
—P[BvC]B, 0 —P[AVC]A, 0
P[BvC]—L, 0 P[AVC]-L, 0
O[BvC]-B, 0 O[AVC]—A, 0
O((AvC)<>(BvC)), 0 O(AvC)< (BvC)), 0
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P[AvC]—L, 0 P[BvC]—L, 0
O[AvC]=B. 0 O[BvC]=A., 0
v N "4 N
O[AvC]L, 0 P[AVC]A, 0 O[BVC]L, 0 P[BvC]B, 0
Oraycl Ora,cl Org,cl Org,cl
—1,1 Al —1,1 B, 1
1,1 —B, 1 1,1 —A, 1
* A-B,1 * A<B,1
* *

(i) O(A<>B)—= ((C=A) <> (C=B)) =
0(A < B)— ((O[CvA]LVP[CVA]C) < (O[CvB]LvP[CVBIC))
—(0(A < B)— ((O[Cv A]LVP[CvA]C) <> (O[CvB]LvP[CVB]C))), 0
(A< B), 0
—((O[CVvA]LvP[CvA]C)<>(O[CVB]LvP[CVvB]C)), 0
O((A < B)— O(CvA) < (CvB)), 0

"4 N
O[CvA]LvP[CVA]C, 0 —(O[CVA]LVP[CVA]C), 0
—(O[CVB]LvP[CVBIC), 0 O[CVB]LvP[CVB]C, 0
—O[CVBIL, 0 —O[CVA]L, 0
_P[CVBIC), 0 —P[CVAIC, 0
P[CVB]-L, 0 P[CVA]-L, 0
O[CVB]~C, 0 O[CvA]~C, 0
O((CvA)<> (CvB)), 0 O((CvA) <> (CvB)), 0
v N "4 N
O[CVA]L, 0 P[CvA]C, 0 O[CVB]L, 0 P[CVBIC, 0
O[CVB]L, 0 O[CvA]=C, 0 O[CVA]L, 0 O[CvB]~C, 0
Orc,pl Orc,al Orc,al Orc, sl
L1 C. 1 L1 C. 1
1,1 —-C, 1 1,1 —-C, 1
* % * *

Vi har nu sett hur man kan bevisa ett par teorem i tabell 12 utan att anvénda
nagra hjilpsatser. Nar man vél har etablerat alla satser i tabell 11 finns det
emellertid ett enklare sitt att hiarleda satserna i tabell 12. Forst bevisar vi att
(A < B) - (A = B) ar ett teorem. Sedan anvidnder vi denna formel
tillsammans med satserna i tabell 11 for att bevisa att alla satser i tabell 12 ar
teorem i TG. Detta steg i slutledningen ar utomordentligt enkelt. Vi bevisar

dven foljande teorem nedan: (A < B) - (—A=-B).
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O(A<B)—(A=B)=0(A<~B)—(O[AVvB]LVv(P[AVB]AAP[AVB]B)).
—(O(A<~B)—>(0O[AVB]LVv(P[AVBJAAP[AVB]B))), 0
OA<B),0
—(O[AVvB]LVv(P[AVB]JAAP[AVB]B)), 0
—0O[AVB]L, 0
—(P[AVB]AAP[AVB]B), 0
P[AVB]—L1,0
4 N
—P[AVBI]A, 0 —P[AVB]B, 0
O[AVB]-A, 0 O[AVB]-B, 0
Orp,gl Ora,pl

—1,1 —1,1
—A, 1 —B, 1
AvVB,1 AvB,1
4 N "4 N
Al B, 1 Al B, 1
* A-B,1 AoB,1 *
Al B, 1

* *

[KA%”%—%ﬁA:ﬁB%:
EIAGHn—ﬂOPAVﬂBpA“HﬁAVﬁMﬁAAHﬁAVﬁMﬁB»
—~(0O(A < B)— (O[=Av—B]LV (P[=Av—B]-AAP[-Av—B]—B))), 0
O(A< B), 0
ﬁOPAVﬁml
ﬁ@kﬂyﬁMﬁAAHﬂAVﬁMﬂBLO
PFAVﬁMﬂLO
4 N
ﬁHﬁAVﬁMﬁAJ) ﬁHﬂAVﬂmﬂRO
OPAVﬁB}ﬁAJ) OFAVﬁmﬂﬂEO

Or_s,_gl
L1
—A, 1
ﬁAVﬁBJ
v N
—A, 1 —B, 1

*  AOB, 1

—A, 1
*

Or_a, gl
L1

——B, 1
ﬂAVﬁBJ

4 N
—A, 1 =B, 1
AoB, 1 *
—B, 1

*
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Det ar alltsd sant att om A 4r nddviandigt ekvivalent med B, sd 4r A och B
lika bra; och inte-A ir lika bra som inte-B givet att det 4r nodvéndigt att A
och B ir ekvivalenta. B
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