Konsistens, Inkonsistens och Strikt Implikation
1 Aletisk-Deontisk Logik

Daniel Ronnedal

Abstrakt

Aletisk-deontisk logik &r en typ av bimodallogik som innehéller tvé typer av
modala operatorer: aletiska och deontiska. De aletiska operatorerna kan
anvéndas for att symbolisera uttryck sdsom: ”Det &r nodvéndigt att”, "Det &r
mdjligt att” och ”Det dr omdjligt att”; och de deontiska operatorerna kan
anvéndas for att formalisera uttryck sdsom “’Det bor vara fallet att”, ”Det far
vara fallet att” och “Det &r fel att”. Alla dessa uttryck symboliseras med hjilp
av monadiska satsoperatorer. En monadisk satsoperator tar en sats som
argument och ger en sats som vérde. Jag har i tidigare arbeten beskrivit en
mingd aletisk-deontiska system (Ronnedal (2012), (2012b), (2015b)). I den
hér uppsatsen visar jag hur man i dessa system kan definiera tre dyadiska
satsoperatorer som kan anvdndas for att sdga att tvd propositioner
(sakforhéllanden) dr konsistenta eller inkonsistenta eller att en proposition
(ett sakforhéllande) strikt implicerar (medfor) en (annan) proposition (ett
(annat) sakforhéllande). En dyadisk satsoperator &r en satsoperator som tar
tvé satser som argument och ger en sats som vérde. Jag askadliggdér hur man
med hjilp av dessa definitioner kan hérleda en méngd semantiska tablaregler.
Dessutom bevisar jag flera intressanta teorem som innehdller uttrycken

ERINED)

“konsistens”, “inkonsistens” och ”strikt implikation”.

1. Introduktion

Under senare delen av 1900-talet var modallogiker frimst intresserade av
modala ord sdsom “nddvéndig”, “mdjlig” och “omdojlig”. Sddana ord tycks
kunna anviéndas for att tillskriva propositioner eller sakforhallanden ett slags
modala egenskaper. Satsen ”Det dr nodvindigt att 2 + 2 = 4” tycks t.ex.
kunna anvéndas for att tillskriva propositionen (sakforhallandet) att 2 + 2 =4
egenskapen att vara nddvandig (nddvandigt). En av modallogikens pionjarer,
Clarence Irving Lewis, var emellertid lika eller mer intresserad av modala

uttryck sdsom “’konsistens”, “inkonsistens” och ”strikt implikation” (Lewis
(1918), Lewis & Langford (1932)). Konsistens, inkonsistens och logisk f6ljd
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har ofta betraktats som ett slags metalogiska begrepp. Konsistens och
inkonsistens dr egenskaper hos mingder av satser och logisk foljd en relation
mellan mingder av satser och enskilda satser. I modern symbolisk logik
relativiseras dessa begrepp ofta till olika formella system; man talar om
konsistens, inkonsistens och logisk f6ljd i relation till ett visst system. Sddana
uttryck tycks emellertid dven kunna anvédndas for att tala om modala
relationer mellan propositioner eller sakforhallanden. Satsen “Pastaendet att
Sokrates dr en ménniska som inte &r fornuftig dr inkonsistent med péstaendet
att alla ménniskor &r fornuftiga” tycks t.ex. kunna anvindas for att sdga ndgot
om relationen mellan propositionen (sakforhallandet) att Sokrates &r en
ménniska som inte dr fornuftig och propositionen (sakforhallandet) att alla
ménniskor dr fornuftiga, ndmligen att den forra inte &r konsistent med den
senare. Propositionen (sakforhallandet) att alla ménniskor ar fornuftiga djur
tycks strikt implicera (medfdra) propositionen (sakforhallandet) att Sokrates
ar ett fornuftigt djur. Lewis infor vissa dyadiska satsoperatorer som gor det
mdjligt att tala om konsistens, inkonsistens och strikt implikation direkt i ett
objektsprak. Jag har i tidigare arbeten beskrivit en méngd aletisk-deontiska
system (Ronnedal (2012), (2012b), (2015), (2015b), (2015¢c)). I den hér
uppsatsen visar jag hur man i dessa system kan definiera tre dyadiska
satsoperatorer som kan anvdndas for att sdga att tva propositioner
(sakforhéllanden) ar konsistenta eller inkonsistenta eller att en proposition
(ett sakforhéllande) strikt implicerar (medfor) en (annan) proposition (ett
(annat) sakforhallande). En dyadisk satsoperator &r en satsoperator som tar
tvéa satser som argument och ger en sats som vérde. Jag askadliggdér hur man
med hjilp av dessa definitioner kan hérleda en méngd semantiska tablaregler.
Dessutom bevisar jag flera intressanta teorem som innehéller uttrycken
“konsistens”, “inkonsistens” och ”strikt implikation”."

Uppsatsen ar indelad i fem avsnitt. Avsnitt 2 handlar om syntax. I Avsnitt
3 beskriver jag den semantik som dr gemensam for alla system som beskrivs i
den hér artikeln. Avsnitt 4 handlar om bevisteori. Jag gér igenom ett antal
hirledda tablaregler och ger prov pé hur dessa kan anvindas i olika bevis.
Avsnitt 5 innehéller en mingd intressanta teorem som involverar uttrycken

LRI T

“konsistent”, “inkonsistent” och “’strikt implikation”.

' For mer information om aletisk modallogik, se t.ex. Chellas (1980), Blackburn m.fl. (2001),
Blackburn, van Benthem & Wolter (red.) (2007), Fitting & Mendelsohn (1998), Gabbay (1976),
Gabbay & Guenthner (2001), Kracht (1999), Garson (2006), Girle (2000), Lewis & Langford
(1932), Popkorn (1994), Segerberg (1971), och Zeman (1973). Gabbay m.fl. (2013), Hilpinen
(1971), (1981), Rénnedal (2010) (2012b), och Aqvist (1987), (2002), innehaller mer information
om deontisk logik. Se ocksa Anderson (1956), (1958), (1959), (1967), Gabbay m.fl. (2003).
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2. Syntax

Jag anvinder i grund och botten samma syntax som i Ronnedal (2015b). Den
enda skillnaden ar att jag introducerar ett antal nya definitioner i den hir
uppsatsen. Vart sprak L bestar av foljande alfabet och satser.

2.1. Alfabet
En méngd satsbokstéver p, q, 1, S, p1, 415 I15 S1> P2, Q25 [2, S2, - - -
De satslogiska konnektiven — (negation), A (konjunktion),
v (disjunktion), > (materiell implikation) och = (materiell ekvivalens).
De modala operatorerna [, <, och <-.
De deontiska operatorerna O, P och F.
Parenteser ) och (.

2.2. Satser
Spréket L bestar av alla satser (vdlformade formler) som genereras fran
foljande villkor.
Varje satsbokstav &r en (atomar) sats.
Om A och B ir satser, sé dr (A A B), (A v B), (A>B) och (A=B)
satser.
Om B ér en sats, sa ar ocksa —B, (0B, ©B, <©B, OB, PB, och FB
satser.
Ingenting annat 4r en sats.

2.3 Definitioner

8B =df —||:|B, (A O B) =df <>(A/\B), (A@B) =df —|(A O B) (CHCI' —|<>(A/\B)
eller &-(AAB)), (A=B) =4+ 0(A>B), (A& B) = (A=B)A(B=A)) (eller
(OA>B) AO(B o A)) eller O(A =B)), KA =4 (PA AP=A), NA =4 —KA
(eller OAVO—-A).

A, B, C, D... representerar godtyckliga satser i spréket (inte
nodvindigtvis atomira). De satslogiska konnektiven ar vilkénda fran
satslogiken. Parenteser runt vélformade formler uteldmnas i regel om ingen
mangtydighet uppstar. Ovriga satser i spraket lises pa foljande sitt:

OB: Det ar nddvindigt att B.

OB: Det ar mojligt att B.

<B: Det dr omojligt att B.

OB: Det bor vara fallet (4r obligatoriskt) att B.
PB: Det ar tillatet (far vara fallet) att B.
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FB: Det ar forbjudet (fel) att B.

HB: Det ér inte nodvéndigt (onddvéndigt) att B.
KA: Det ar frivilligt att A.

NA: Det &r inte frivilligt att A.

A OB: A ir konsistent (forenlig) med B.

A©SB: A ir inkonsistent (oforenlig) med B.
A=B: A implicerar strikt (medfor) B.

A& B: A ir strikt ekvivalent med B.

Notera att (1, &, <, &, O, P, F, K och N dr monadiska satsoperatorer som tar
en sats som argument och ger en sats som virde, medan O, ©, =, och & ér
dyadiska satsoperatorer som tar tva satser som argument och ger en sats som
virde. Vi kan tolka detta som att de monadiska operatorerna tillskriver olika
propositioner (sakforhallanden) olika modala eller deontiska egenskaper,
medan de dyadiska operatorerna uttrycker modala relationer mellan
propositioner (sakforhallanden). Vi kommer senare att se att A O B &r logiskt
ekvivalent med BO A, att A© B ir logiskt ekvivalent med B A, och att A
< B ir logiskt ekvivalent med B< A. ”A OB” kan dérfor ocksé ldsas ”A och
B ér konsistenta (forenliga) (med varandra)”’, ”A © B” ”A och B ir
inkonsistenta (oforenliga) (med varandra)”, och A < B” ”A och B ar strikt
ekvivalenta (med varandra)”.

3. Semantik
Jag anvéinder samma semantik i den hér uppsatsen som i Ronnedal (2015b).
Alla grundldggande begrepp definieras pd samma sitt: ramar, modeller,
giltighet, satisfierbarhet, logisk foljd m.m. Sanningsvillkoren for de
grundldggande satserna dr desamma. Lat ’—y,  B” std for att B 4r sann i
den mojliga virlden w i modellen M. “omm” &r en forkortning av "om och
endast om”. D4 kan vi hérleda f6ljande sanningsvillkor for de nya definierade
satserna som innehéller dyadiska operatorer:
[—n, w A OB omm for minst en mdjlig véirld w” € W sadan att Rww’:
—n, v A 0ch —, - B.
[—n, w A©S B omm for alla mojliga virldar w” € W sadana att Rww’:
"— M, w —A eller "_M, w’ —B.
[—n, w A= B omm f6r alla mojliga vérldar w’ € W sadana att Rww’:
inte [F—w, w A eller F—y, w B.
[—m, w A< B omm for alla mojliga varldar w” € W sédana att Rww’:
v, v A omm —y, - B.
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3.1. Villkor pa ramar och klasser av ramar och deras logik

Jag anvénder exakt samma villkor p4 ramar som i Ronnedal (2015b), och
dessa ramar kan klassificeras pa samma sitt som i tidigare arbeten. Genom att
infora olika villkor p& vara ramar kan vi dven, som vanligt, definiera en
méngd logiska system. Se Ronnedal (2015b) for mer information om detta.

4. Bevisteori
Jag anvinder samma bimodala aletisk-deontiska tabldsystem i den hér
uppsatsen som i Ronnedal (2015b). For att underldtta bevisen av vissa
hirledda regler och for att forenkla olika tablabevis skall vi emellertid dven
inkludera den s.k. CUT regeln i alla vara system. For mer information om
denna regel, se t.ex. Ronnedal (2009), (2012b). CUT regeln ar redundant i
alla system som beskrivs i Ronnedal (2015b) i den meningen att vi inte kan
bevisa ndgra nya teorem i dessa system med hjélp av denna regel.
Grundldggande begrepp, sdsom trdd, semantisk tabld, gren, dppen och
sluten gren, teorem, bevis, hédrledning osv. definieras pa vanligt sétt, se t.ex.
Rénnedal (2012b), s. 131, eller Priest (2008).”

4.1. Tablaregler

Jag anvénder exakt samma satslogiska, och grundliggande modala och
deontiska regler, samt samma modala och deontiska tillgdnglighetsregler i
den hir uppsatsen som i Ronnedal (2015b). I det hir avsnittet skall jag
emellertid introducera en méngd hérledda regler som kan anvindas for att
forenkla olika bevis och hérledningar i vara system. Bevisen for att alla dessa
regler faktiskt dr hérledbara i véra system ldmnas till ldsaren. Alla satser som
kan bevisas med hjdlp av dessa regler, kan ockséa bevisas utan dem. De ar
likvél vérdefulla eftersom de kan anvéndas for att forenkla olika bevis och
hérledningar i véra olika system. De flesta regler vi tar upp &r hérledbara i
alla aletisk-deontiska tablasystem. Men ndgra &r endast hédrledbara om
systemet innehéller vissa tillgdnglighetsregler. Reglerna i Tabell 7 &r t.ex.
endast hirledbara om systemet innchaller regeln T-MO (se Ronnedal
(2015b)).

% For mer information om den s k. tablametoden, se t.ex. Beth (1955) och Beth (1959), ss. 186—
201, 267-293, och 444-463, Gentzen (1935) och Gentzen (1935b), D’Agostino et al. (1999),
Fitting & Mendelsohn (1998), Garson (2006), Jeffrey (1967), Priest (2008), Ronnedal (2012),
(2012b) och Smullyan (1968).
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4.1.1. Nya tablaregler

©) ©) (=09 (©)
AOB,i A©SB,i —(AOB), i AOB,i
\) irj irj \?
irj YN YN O(AAB), i
A,j —-A,j —B,]j —-A,j —B,]j
B,j
(=0) (=9) (=) (=0°0)
—(AOB),i —(A©B),i —(A©B),i —(AOB), i
\2 \ \ N2
A©SB,i AOB,i irj —CO(AAB), 1
A, ]
B,j
Tabell 1
(©n) ©0) (-o0) ©n)
AOB, i AOB,i —~(AOB), i AOB,i
\) \) irj
irj —O(AAB), i O—(AAB),i \?
AAB,j —(AAB),]
(=0 (=9<) =) (=)
—(AOB),1 —(A©B),1 A©B,i —(A©B),1
irj ) \) J
\) O(AAB), 1 O-(AAB), 1 irj
—(AAB),j AnB,j
Tabell 2
=) =0) =) (=9)
A=B,i A=B,1 A=B,1 A=B,1
irj \? it \?
¢N O(ADB), i \ <(AA—B), i
-A,j B,j ADB,j
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(==) (==0) (== (==9)
J \? \? \?
it —O(A>B), i irj O—(ADB), 1
_|B,_]
Tabell 3
(=) (=0) (<)
ASB,i ASB,i AoB,i
\) \ irj
A=B,i O(A=B), i N
B=A,i Aj —A,j
B,; —B,j
==) (==0) (==
—(A<B),i —(A=B),i —(A=B),i
N ) )
—(A=B),1 =«(B=>A), i —0O(A=B), i irj
N
A’j _‘Aaj
—B,j B,j
Tabell 4
(e0) (=) (&2)
AsB,1 AsB,1 AsB,1
\) irj irj
O(A>B), i1 J J
OB>2A), i A=B,j ADB,j
BoA,j
Ce0) ) o)
—(A=B),i —-(A=B),i —(A=B),i
N J d
—-0O(A>B), i —-0OB>A), i irj irj
—(A=B),j N
—(A>B),j =(BDA),j
Tabell 5
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O=) (©=) =) Ee)
AsB,i ASB,i ASB,i ASB,i
OA, i OA L <SA L BA,i
\) \? \? \?
0B, i OB, i <B, i BB, i
(=0 (=) (%) (=B
AsB,i ASB,i ASB,i ASB,i
0B, i OB, i <B, i BB, i
\) \? \? \?
OA, i OAL <SA L BA,i
Tabell 6
(O=) (P=) Fe) (=0=)
A B, i ASB,i ASB,i ASB,i
OA, i PA,i FA,i —0A, i
\) \? \? \?
OB, i PB, i FB, i —0B, i
(<0) (eP) (eF) (=—-0)
AsB,i AsB,1 AsB,1 AsB,1
OB, i PB,i FB, i —0OB, i
\) J J J
OA, i PA, i FA, i —0A, i
Tabell 7

4.2. Tablasystem

Ett tablasystem &r en méngd tablaregler. Detta begrepp definieras i den héar
uppsatsen pa samma sitt som i Ronnedal (2015b). Alla regler i Tabell 1-6
ovan ir hirledbara i alla s.k. aletisk-deontiska system, givet att vi adderar
definitionerna i Avsnitt 2.3 (och CUT regeln). Reglerna i Tabell 7 é&r
hérledbara i alla system som innehdller tabliregeln T-MO (Ronnedal
(2015b)). Vi skall nu se nidrmare pd hur dessa regler kan anvindas for att
bevisa en méngd intressanta teorem.
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4.3. Exempel pa teorem
Det hir avsnittet innehdller ndgra teorem 1 olika aletisk-deontiska
tablasystem. Bevisen &r ofta relativt enkla och i de flesta fall utelimnade. Jag
skall emellertid gé& igenom négra exempel for att belysa metoden. Vért forsta
(meta)teorem handlar om de formella egenskaperna hos de modala
relationerna konsistens, inkonsistens, strikt implikation och strikt ekvivalens.
(Meta)Teorem 1. (i) O ar varken reflexiv eller irreflexiv. Dvs. det ar inte
fallet att A O A for alla A, och det dr inte fallet att —(A O A) for alla A;
varken A O A eller —(A O A) ér teorem. Med andra ord, det &r inte fallet att
varje pastdende dr konsistent med sig sjdlvt, och det ar inte fallet att varje
pastaende &r inkonsistent med sig sjalvt. (i) O dr symmetrisk, dvs. (AOB)>
(B O A) giller for alla A och B, (AOB)>(BOA) ér ett teorem. Om A &r
konsistent med B, sa dr B konsistent med A. Fran detta foljer det att (AOB)=
(BO A) ar ett teorem. (iii) O dr varken transitiv eller intransitiv. Det ar inte
fallet att (AOB)A(BOC))>(AOC) for alla A, B och C; (AOB)A(BOCQ))
S(AOC) dr inte ett teorem; och det dr inte fallet att (AOB)A(BOC))o>—=(A
OC) for alla A, B och C; (AOB)A(BOC))>—(AOC) ir inte ett teorem.
Med andra ord, det dr inte sant att om A &r forenlig med B och B é&r forenlig
med C, s& dr A forenlig med C, for alla A, B och C; och det &r inte sant att
om A é&r forenlig med B och B ér forenlig med C, s ér det inte fallet att A &r
forenlig med C, for alla A, B och C. (iv) © ar varken reflexiv eller irreflexiv.
Dyvs. det ar inte fallet att A© A for alla A, och det dr inte fallet att —-(A© A)
for alla A. Varken AS A eller -(A© A) ér teorem. (v) © ar symmetrisk, dvs.
(A©B)>(B©A) giller for alla A och B, (A©B)>(B©A) ér ett teorem. Om
A &r inkonsistent med B, s& &r B inkonsistent med A. Fran detta foljer det att
(A©B)=(B©A) ar ett teorem. (vi) © ar varken transitiv eller intransitiv. Det
ar inte fallet att (A©B)A(B©C))>(ASC) for alla A, B och C; (ASB)A
(B&C))o(A©C) ir inte ett teorem; och det ar inte fallet att (A©B)A(BS
C)>—(A©C) for alla A, B och C; (ASB)A(B©C))>—-(ASC) ar inte ett
teorem. (vii) = é&r reflexiv, och transitiv. Dvs. A= A, géller for alla A, A=
A ir ett teorem; och (A= B)A(B=C))>(A=C) giller for alla A, B och C,
(A=>B)A(B=C)) (A= C) ir ett teorem. Varje sats implicerar strikt
(medfor) sig sjdlv, och om A strikt implicerar (medfér) B och B strikt
implicerar (medfor) C, s& giller det att A strikt implicerar (medfor) C. (viii)
= dr varken symmetrisk eller asymmetrisk. Dvs. det ar inte fallet att (A = B)
>(B=A) for alla A och B, (A= B)>(B=A) ir inte ett teorem; och det &r
inte fallet att (A= B)>—=(B=A) for alla A och B, (A= B)>—=(B=>A) ir
inte ett teorem. Med andra ord, det 4r inte sant att om A strikt implicerar B, s&
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giéller det att B strikt implicerar A, for alla A och B; och det &r inte sant att
om A strikt implicerar B, sa géller det att B inte strikt implicerar A, for alla A
och B. (ix) & ir en ekvivalensrelation, dvs. < ir reflexiv, symmetrisk och
transitiv. F6ljande satser &r teorem (A< A), (A& B)>(B& A), och (A=
B)A(B& () (A= (), dir A, B, och C kan bytas ut mot vilka satser som
helst. Fran detta foljer det att (A < B) = (B & A). Varje sats ar strikt
ekvivalent med sig sjdlv; om A ir strikt ekvivalent med B, s& ar B strikt
ekvivalent med A; och om A é&r strikt ekvivalent med B och B ér strikt
ekvivalent med C, sé &r A strikt ekvivalent med C. ((i)—(ix) géller t.ex. i alla
system som beskrivs i Ronnedal (2015b).)

Bevis. Lamnas till lasaren.

Vart nidsta (meta)teorem visar att “alla” modala begrepp (i den hédr
uppsatsen) i princip ar interdefinierbara, definierbara i termer av varandra.

(Meta)Teorem 2. Alla de modala operatorerna (I, &, <, 8, O, ©, och =
ar interdefinierbara. Detta innebér att det i princip dr mojligt att konstruera ett
sprak som innehéller endast en av dessa operatorer som primitivt begrepp,
och att alla andra modala operatorer definieras i termer av denna primitiva
operator. Mer exakt, detta teorem innebér att (i) alla satser i Tabell 8 och 9,
samt i fotnot 3, kan bevisas i alla véra aletisk-deontiska system. (ii) L&t T
vara en sats 1 Tabell 8 eller 9 och 14t T” vara exakt likadan som T férutom att
= har bytts ut mot <. Da &r T’ ett teorem i alla véra aletisk-deontiska system.

Bevis. Nagra av satserna i Tabell 8 och nagra av satserna i Tabell 9 &r
sanna per definition i det sprék som vi anvéinder i den hér uppsatsen, t.ex. (A
© B) =—(A O B). Andra satser behdver bevisas. Det kan vi gora genom att
forst Oversitta satserna till primitiv notation och sedan skapa slutna tablaer
for deras negationer. Men vi kan ocksa bevisa dessa satser med hjilp av de
hirledda reglerna i Avsnitt 4.1.1.

Konsistens Inkonsistens Strikt implikation
OA=(AOA) OA=—(A©A) OA=—(A=—-A)
<$A=—(AOA) SA=(ASA) SA=(A=-A)
OA=—(—AO—-A) OA=(-A©-A) OA=(—A=A)

HA=(-AO0—A)
(ASB)=—(AOB)
(A=B)=—(AO—B)
(A= B)=(~(AO—B)
A—(BO—A))

HA=—(-AS-A)
(AOB)=—(ASB)
(A=B)=(A©-B)
(A= B)=((A©—B)
A(BO—A))

(AOB)=—(A=>—B)
(ASB)=(A=—B)
(A= B)=((A=B)
A(B=A))

Tabell 8
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Lat mig gé igenom ett exempel. OA =(A O A) dr per definition ekvivalent
med CA=(AAA). S4, for att bevisa OA=(A O A) racker det med att vi
skapar en sluten tabla for -(CA=<(AAA)). Jag skall emellertid bevisa G A
=(A OA) med hjilp av ndgra hirledda regler.

(1) =(CA=(A0A)), 0
4 N

2) OA, 01, =] (3) =OA, 01, =]
(4) =(AOA), 0 [1, ~¢>] (5) AOA, 0[1, =]
(6) ASA, 0 [4, —O] (7) O-A, 03, =<1
(8) orl [2, O] (9) 0r1 [5, O]
(10) A, 1[2, O] (1) A, 1[5, O]
¢ N (12) A, 1[5, O]

(13)-A, 1[6,8,©] (14)—A, 1[6,8,©]  (15)=A, 1[7,9, 0]
(16) * [10, 13] (17) *[10, 14] (18) * [12, 15]

Alla grenar i detta trdd ar slutna. Alltsd dr den ovanstaende tablan ett bevis
for OA=(A O A). Intuitivt innebér detta att antagandet att CA=(A O A) &r
falsk leder till en motsigelse, varfor GA =(A O A) maste vara sann. Ovriga
satser bevisas pa liknande sitt.

Nodvéndighet Mgjlighet Omojlighet
OA=—0-A SA=—-CA OA=—CA
SA=00-A OA=—-0—A OA=<—A
(AOB)=-0O—-(AAB) |(AOB)=0(AAB) (AOB)=—<(AAB)
(A©B)=0-(AAB) (A©B)=—C(AAB) (A©B)=<(AAB)
(A=B)=0(A>B) (A=>B)=—0—-(A>B) |(A=B)=%—-(ADB)
(A B)=0(A=B) (A©B)=—=<C—(A=B) | (A©B)=%—-(A=B)
Tabell 9°

Dessa resultat fortjdnar nadgra kommentarer. Kolumn 1 i Tabell § visar hur
uttrycken “det 4r mojligt att”, ”det ar omojlig att”, ’det dr nddviandig att”, och
”det &r inte nddviandigt att” kan definieras i termer av konsistens. Kolumn 2 i
Tabell 8 visar hur dessa uttryck kan definieras i termer av inkonsistens, och
kolumn 3 visar hur de kan definieras i termer av strikt implikation. Vidare

3 Motsvarande “definitioner” i termer av & ser ut pa foljande sitt: A = -8A; CA=H-A;
SA=—E-A; (AOB) =E~(AAB); (A©B)=—E—(AAB); (A= B)=—E(A>B); (A< B)=
—H(A=B).
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kan vi se hur ”inkonsistens”, “’strikt implikation” och ’strikt ekvivalens” kan
definieras i termer av “konsistens” (kolumn 1 i Tabell 8). Vi kan se hur
“konsistens”, “strikt implikation” och ”strikt ekvivalens” kan definieras i
termer av “’inkonsistens” (kolumn 2 i Tabell 8) osv. Om A O A, sé skall vi
sdga att A ar “sjilvkonsistent”, och om A© A att A ir "sjélvinkonsistent”.
Om A = —A, skall vi séga att A dr ”sjdlvmotsigande”. Satserna i tabellerna
visar pd ndgra intressanta samband mellan véra grundliggande modala
begrepp. Foljande ekvivalenser giller t.ex. i alla system:

(1) A ar motséigelsefri (A sdger inte emot sig sjdlv) omm det inte ir fallet
att A implicerar (medfor) sin egen negation (dvs. det ar inte fallet att A
medfor inte-A) omm A dr sjdlvkonsistent (dvs. A &r konsistent med sig sjélv)
omm A ir konsistent med A omm A &r mojlig (dvs. det dr mdjligt att A).
Pastaendet att A dr mojlig kan alltsd uttryckas pé flera ekvivalenta sétt, t.ex.
”Det dr mojligt att A”, ”A ar mojlig”, ”A é&r sjalvkonsistent”, ”A &r
motsdgelsefri”, A sdger inte emot sig sjdlv”, ”A implicerar inte sin egen
negation”, ”Det dr inte fallet att A medfor inte-A”.

(ii) A ar sjdlvmotségande (dvs. A séger emot sig sjdlv) omm A implicerar
(medfor) sin egen negation (dvs. A medfor inte-A) omm A &r sjilv-
inkonsistent (dvs. A &r inkonsistent med sig sjdlv) omm A &r inkonsistent
med A omm A dr omodjlig (dvs. det &r omojligt att A). Tanken att A &r
omdjlig kan saledes uttryckas pa flera ekvivalenta sitt, t.ex. "Det &r omojligt
att A”, A dr omdjlig”, ”A &r sjdlvinkonsistent”, A dr motsédgelsefull”, ”A
sdger emot sig sjdlv”, ”A implicerar sin egen negation”, ”A medfor inte-A”.

(ii1) Det &r nodvéndigt att A omm inte-A &r sjdlvinkonsistent (dvs. inte-A
ar inkonsistent med sig sjdlv) omm inte-A &r inkonsistent med inte-A omm
negationen av A dr sjdlvmotsidgande (dvs. inte-A sdger emot sig sjdlv) omm
negationen av A implicerar (medfor) A (dvs. inte-A medfor A).
Propositionen att A ar nddvindig kan alltsd uttryckas pa flera olika
ekvivalenta sitt, t.ex. ”Det dr nodvandigt att A”, ”A dr nédvéandig”, ”A maste
vara fallet”, ”inte-A &ar sjadlvmotsigande”, “inte-A sdger emot sig sjalv”,
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”inte-A implicerar sin egen negation”, “inte-A implicerar A”. Osv.

C I Lewis teorem

I Kapitel VI i Lewis & Langford (1932) bevisar Lewis en méngd intressanta
teorem som innehéller symboler som representerar konsistens, mojlighet och
strikt implikation. Lewis anvdnder en axiomatisk metod. Han utgar ifran en
mingd postulat och slutledningsregler och bevisar med hjidlp av dessa sina
satser. I Appendix II i samma bok beskriver han en midngd modallogiska
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system. Hans framstillning av dessa modallogiska system &r i ménga
avseenden banbrytande. I (Meta)Teorem 3 nedan demonstrerar vi att alla de
postulat och teorem som kan uttryckas i vart sprak L och som Lewis bevisar i
Kapitel VI i Lewis & Langford (1932) ocksé kan bevisas i vara tablasystem.
De flesta teorem kan bevisas i alla system, men vissa deduktioner kraver
tillgang till tablaregeln T-aT (se Ronnedal (2015b)).

I min framstéllning av Lewis teorem kommer jag att anvénda foljande
forkortningar. Jag anvdnder en punkt ”.” for konjunktion, stéllet for “A”.
Konjunktioner av formen (A .(B.C)) eller ((A.B).C) forkortas (A.B.C) osv.
”Disjunktioner” forkortas pad samma sitt. A & B < C < D... osv. ér en
sammanfattning av foljande teorem: A < B och B < C och C < D... osv.
Fran detta foljer det ocksd att A& C,A=D,B&A,BoD, CoA Ce
B... osv. Framstillningen av teoremen liknar ddrmed Lewis, d&ven om jag
anvinder en ndgot annan notation.

(Meta)Teorem 3. Lat T vara ett axiom (postulat) eller ett teorem i Kapitel
VI i Lewis och Langford (1932) som kan uttryckas i vart sprak L. Lat S vara
nagot av véra tabldsystem som innehaller tablaregeln T-aT. D4 &ar T ett
teorem i S. Notera dock att manga, men inte alla, av Lewis satser kan bevisas
utan T-aT.

Bevis. Teoremet kan bevisas genom att for varje sats A i Tabellerna 10—
14 skapa en sluten tabla for —A. Bevisen lamnas till lasaren.

(pva)e—(=p.—q); (p=9e=—-C@.—q); PP (p=9)-.(9=p));
(P-9=(q.p); (p-9)=p; p=(/P.p); (p-9).1)=(p.(q.1); p=——D;
(r=9).(@=0)=@=1); (- (P=9)=>9q; p=p; p=p; P P=>(q=Dp);
(peq).(@en)=@en; (p.q)<(q.p); (p-9=4q; (—p=9) = (—q=p);
——p=p; p&——p; (<p=9)=(—q=p); (-p=>—9)=(q=D);
(p=-9=(@q=-p); (p=9=(—q=-p); (p=q) <= (=-q=—p);
(r=>—-9 = (@=-p); (p-9 .= (P-(q.1)=(q.(p.1)<((q.p).1) ete. etc.;
(p-9=ne((q.—1)=-p)=((p.-—1)=>—9q); (p-9)=1)=((p-—1) =—q);
(p-9=1=((q.—1)=-p); p=(p-p); =p=—(p-q); =q=—(p.q);
((@=n).p=q9)=@=1); (p=9)-((q.0=93)=((p.1)=53);
(pr=9).(@=1).c=38)=(p=3); (p- = =>—(p=9); (p=>9) =>—(p-—q);
(p-9)=>—=(p=-q); (p=—9)=—(p.q); p=—(p=-p); (pP=—p)=—p;
(=p=p)=p; =p=—(=p=p); =(p-—p); (PvPY=(qVvp); (pvq < (qvp);
p=(@Vva;q=(vq); (pvp)=p; p=@EVvp); (pv(qvn)=((pvq) vr);
(pv@vn)e((pvgvne(qv(pvr) e ((qvp)vr) ete. etc.; pv—p

Tabell 10. Grundlaggande axiom (postulat) och teorem
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(P29 = —=(p-—q); (p=q) = (p>29)-(q2p); (p=9P=(p>q);
=(p2>9)=(p.-—q); (P29 = (=pVvq); (p-9) = —(=pVv—q); (pVp)Op;
a>(pvq); (pva)>(qvp); (pv(qvr))=(qv(pvD); (pv(qvr)>(qv(pvi));
(p-9=ne(P=(@>d1)=(@=>P>o1); (@2=((pvq)>(pVI);
(@>0)>2((pva)>(pv); (p-(P29)=¢q; (p29).(q>1)=(p>1);
(p>9)-(q>1)>(p>1); ((g21).(p2@) = (p21); ((q>1).(p2q))D(p>1);
(r-(P2)>q; (P29 (=q>—p); (p>9) = (=q>—p); (p>9) >(—q>—p);
p=(q>p); p2(q>p); =p=(p>9q); =p>(p>q); p= (—p>p);

=p& (p>—p); ~(p29)=(p>—q); =(p29)2(p>—q); ~(p>—q) = (p>q);
=(p>—-q9)>(p>q); ~(p>q9)=(q2p); ~(P29)>(q>p); ~(P>q)=(—p>q);
=(p>9)>(=p>q); —=(p>q)=(q>—p); ~(p>9) >(q>—p);
=(p>9)=(—p>—q); ~(p>9) >(=p>—q); (>4 V(p>—q);

((p-9) >0 (p2(qo1)= (g2 (p20); ((p-q)21) = (p>(q>1));
(P2(q21)=((p-@)>1); ((p-q)21)>(p>2(q>1)); (p2(q21)>((p-q)>1);
(P29)=((q>1)>(p>1)); (p29)>((q>r)>(p>1));
(@>0=((p29)>(p>1)); (q21)>(p2q)>(p>1));
((p-g9)2n<((p-—1)>—q) < ((q-—1)>=p); (p>9)-((q.1)>8))=((p.1)>s);
(P=9).(q.1)28)>((p.1)>5)

Tabell 11. Teorem som innehaller materiell implikation

(r=9=>p.N=(q.0); (p29=(p.1N>(q.1); (p=>9=>((pvD)=(qVD));
(P29 =((pvr)>(qvD); (p=9).(p=1)={P=(q.1); (p-(P29)=(p-9);
(P-(P29)=(@-9; (p-9=@.—(p.—q); p=>DP=(P=({P-9);

== (pve=9;p=(pva).p); (p=1).(q=1)=((pva=1);
(rP=@.0))=(p=9.(p=0); (pve=1=(p=1).(q=1);
(p=1).(q=9)=p.9=(1.9)); (p=1).(q=9)=>((pv=(rvs));
(r=9.(p=1)=p=(qvD)); (p-q)Vv(p.1)=(p.(qVD));
(p-(@vr)=((p.9Vv(p.0); (p.(qvr)=((p.q9 V(p.1);
(pv(@.0)=((pva).(pv); (po(q.0)) = (p2q) . (po1));
((p=1).(q20)=((pva)=1); (Pvg)21)=((p>1).(q>1));

(P2 v(p21)=(p2(qvD); (p21)v(gDr) = ((p-q)D1);
(p21).(q28)=((p.-9)=(r.8)); (p=21).(q28)=((pv gD (rvs))

Tabell 12. Fler teorem som innehaller strikt implikation
Tabell 10 innehéller ett antal axiom (postulat) och grundldggande teorem som

Lewis bevisar med hjélp av dessa. I vara system é&r alla satser i Tabell 10
teorem, inklusive Lewis axiom. Tabell 11 rymmer en mingd teorem som
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innehéller materiell implikation. Lewis tar bl.a. upp dessa for att belysa
likheter och skillnader mellan materiell och strikt implikation.

I Tabell 13 ndmns ett antal teorem som innehaller symboler som
representerar konsistens och mgjlighet, nimligen O respektive <. Lewis
introducerar inga sérskilda symboler for “nddvindighet” och “omdjlighet”,
men papekar att "—<O—A” kan ldsas ”A dr ndodvindig” ("Det dr nodvéindigt
att A”) och >—=<CA” ”A dr omojlig” ("Det dr omojligt att A”).

(POPe—(p=—9); (pOg e (=(p=—9).—~(q=—p)); (p.9=(POq);
(P=9)—(pO—q); ~(pO—p); (POP=(qO0p); (POQP=(qOp);
(Pr=9)-(pO1)=(qO1); (p=9)-~(qO1))=—(pO1);
(p=1).(9q=9).(pOQ)=(1Os); (p=1).(q=5).=(rOs)) ==(pOq);
(P-9OnNe((q.NOp)=((p-NOQ & (pO(q.1)=(qO((p- 1)< (rO(p.
Q);

(=(pOr1).~(qO—1))==(pOq); (p=-1).(q=1))=>—(pOq);
(r=9)-(pr=—9)=—=(pOp); (1=9)-(POp))=(qOq);
(Pr=9)-=(q0q)==(pOp); (pOp).-~(qOq)=>—=(p=9);
(P=9-POp)=>POQ; (P=9.—(pOq)=>—(pOp);
((POp).=(pOQ)=>—(p=9); (POp).(p=9)=>—(p=—9);
(POp)=—((p=9.(p=—9); POP)=((pPOYPV(PO—q); p=(pOp);
=(pOp)=-p; (PO(qvr)=((pO g Vv (pOr));

(PO V(PON)=(O(qVv));

Cpe(pOp)e—(p=—p); ~Cpe—(pOp)= (p=—p);
C=p&(=pO—p)=—(—p=p); =O-p—=(-pO—p)=(—p=D);
r=9<(p.—9=—(p-—q9)=—((p-—9) O (p.-—q));

S ((P-9O0@-9)=POge=—-(p=—9q);

0.9 =((p-90(p-9)=—(pOg < (p=—q);
Cp-q-0<=((p-q.1)0(p-q.0)=((p-9 O < ((q.1)Op) = ((p-1) OQ) ete.
S =((p.9=>-1nNe—((q.1=-p)=—=((p.1)=>—q);
Op.q.r.5...)=(PO(Q.1.5...))=(qO0(p.r.s...))=((p.-q) Ofr.s...)), etc. &
—(q.r.s...2—=p)=—(p.r.s...=—q), etc.

p=Op; = Op=—p; =O=p=p; = O—p= Cp; —p= O—p; =Op= O—p;
(P=9).=09)==Cp; (p=9) - Cp)=<g; (p=9)- O—q) = O—p;
(r=9).=C=p)==C-q; (p-9)=1).(p-—q)=1)=(p=71);
(=C=p.((p-9)=1)=(q=71); (p=>9) & —=C=(p2q); =< (p-—p);
=O=(pv=p); p=((p- PV (p-—9); (p-9V(p.-—q)=p;
pe@-(@v—9)<(p.-9Vv(p.—9)

Tabell 13. Konsistens och de modala funktionerna
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O(p.q)=COp; Cp=C(pvq); =(pOP)=—(pOq); (pOQY=(pOp);
Cp-)=<qg; (.= (Cp-<q); C(p-q.1...) = (Cp.<q.Cr..L);
=0p=-0(p.9); =-0q==0(p.q); (=Opv =0 ==0(p.q);
(=0=pv=0-9)=—=C=(pvq); O—p=>C=(p-q); O—=q= O—(p.q);
(C=pvO—q)= C=(p.q); =O—(p.q)=—=C—p; 2O=(p.q) = —C—q;
=O=(p. )= (=0O=p.=O=q); =O(pvg) = —Op; =O(pvq)=—=Cg;
=0V =(=Cp.=0q); Cp=C(pve); Cq=C(pva);
(CpvOq=C(pv); =O—p=—=C=(pv); = O=q=—C=(pva);
(PO(q-0N)=(POQq); (pO(q.1)=(pOr); (pO(q.1)=(qO1);
(PO(Q-nN)=((POq).(pO1); (pO(q.1)=((pOQq).(pOr).(qO1));
(PO(Q-nN)=((POp).(qOQ).(rO1).(pOq).(pOr).(qO1));
(p=9Vvp=0)=(p=(QqVvD); (p=q V(=1 Vv(—q=1)=(p=(qV1));
(P=9)=@=(qVv1); (p=1=>@=(QqVvD); (p=1)Vv(q@=1)=(p.q9)=1);
(p=1)=>p-9)=1); (@q=1)=>((p-9)=71); (p-(9-—9)<=(q-—q);
p=(pVv(q-—9);

(P=9)=p.0=(q.10); (p=9).(p=1)=>(P=(q.1));
(P=(@.0)=(p=9.(p=1); p=(q-1))=((p=9).(p=1));
(P=9)=pv)=(qvD); (p=1).(q=1)=>((pva=1);
(pva)=1)=((p=1).(q=1); (p=1).(q=1)=((Pvy=T1);
(p=1).(q=9)=p.9)=(r.9)); (p=1).(@q=3)=((pvqa=(rvs));
(p=9)-(p=1)=(@=(qVD); (pO(qQv))=((pO gV (pOr));
(POPV(PON)=(O(qvr); (pO(qvr) & (POq Vv (pOr));
(POpP)=((POgVv(pO—q));
Cp((POPV(PO—) = (Op-qv<O(p.-—q));
—Op&(=(pOq).~(pO—q) = ((p=—-q).(P=19));
=0=p&((q=p).(-q=p)); =Cp=(p=9); =C—=p=(q=Dp);
=(p=q)= Op; ~(q=p)= C—p; (=Cp.~Cq & =C(pv);
(=0=p.=C=q) & =0=(p.q); (CpvOq) & O(pv);
(=0p.=0=p=q); (=O—p.=C=q)=(pe=q); Cp-9)=Op;
Sp=C(pvq); ~(pOp)=—(pOq)

Tabell 14. Konsistens postulat och teorem hérledbara med detta

An sa linge innehaller alla teorem jag har tagit upp endast en typ av modala
operatorer, nimligen aletiska. Aletisk-deontisk logik innehéller emellertid tva
olika typer av modala operatorer: aletiska och deontiska. Vi kan darfor i
aletisk-deontisk logik undersoka hur de olika typerna av operatorer forhaller
sig till varandra. Vi kan t.ex. underska hur olika normativa satser &r
relaterade till olika satser som uttalar sig om konsistens, inkonsistens och
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strikt implikation. Jag kommer att koncentrera mig pé tva typer av aletisk-
deontiska system, en typ som innehéller tablaregeln T-MO och en typ som
innehéller tabliregeln T-OC (Ronnedal (2015b)). Jag kommer att ndmna
nagra olika teorem som é&r bevisbara i dessa system och jag kommer att ga
igenom nagra bevis som exempel. Anledningen till att jag koncentrera mig pa
dessa typer av system &r att T-MO och T-OC é&r tva av de filosofiskt mest
intressanta reglerna. I alla tablasystem som innehaller T-OC kan vi bevisa en
form av den s.k. bor-kan tesen, som péstdr att ndgot ar obligatoriskt endast
om det dr mojligt. Och i alla system som innehaller T-MO kan vi bevisa en
form av den s.k. mal-medel principen, som hédvdar att alla nddvéindiga
konsekvenser av nadgonting som bor vara fallet bor vara fallet.

(Meta)Teorem 4. (i) Alla satser i Tabellerna 15-18 ar teorem i alla
aletisk-deontiska tablasystem som innehaller T-MO. (ii) Alla satser i
Tabellerna 19-20 4r teorem i alla aletisk-deontiska tablasystem som
innehaller T-OC.

Bevis. Jag skall ga igenom nagra exempel och ldmnar resten till 14saren.

(AAB)SC)>((OAAOB)DFC)
(OAAOB)D(((AAB)©C)oFC)
((OAAOB)A((AAB)&C))DFC
(OAA(AS(BVC(C))D(FBAFC)
OAS((AS(BVC))D(FBAFQC))
(A©(BvC))>(OAD(FBAFCQC))
(OCA((AvB)©C))o(FAAFB)
OCo(((AvB)©C)o(FAAFB))
((AvB)©C)o(OCo(FAAFB))
(A=B)AB©SC))DF(AAC)
((A=B)A(B©C))AOA)DFC
(A=C)A(B=D))>(((C&D)A0OA)DFB)
(A=C)A(B=D))>(((C©D)A0OB)>FA)
(A=>B)>(PAS(BOB))
(PAA(A=B))>(BOB)
(A=>B)>((B&©B)>FA)
(B&B)A(A=>B))>FA
(O(AvB)A(BEB))D0A
(O(AvB)A(B=—-B))>0A
(OAvOB)D(((AvB)=(C)o00)
(PAVPB)S(((AvB)=C)>PC)
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FCo(((AvB)=C)>(FAAFB))
PAS(A=(BvC(C))o>(PBVPC))
(FBAFC)D((A=>(Bv(C))DFA)
(OAAOB)D(((AAB)=(C)o00)
OAS((A=(BAC))D(OBAOQ))
PAS((A= (BAC))D(PBAPQC))
(FBVFC)D((A=>(BAC))DFA)
(O(AVB)A(A=>C)A(B=C()))o0C
(O(AVB)A((A=C)A(B=D)))>0(CvD)
(OAA((A=B)A(A=C()))>(0OBAOC)
(O(AAB)A((A=C)v(B=D)))>0(CvD)
(OAA((A=B)v(A=C()))>0(BVvC)
(O(AAB)A((A=C)A(B=D)))>(OCAOD)
(OAA((AS—-B)A(AS—-(C)))D(OBAOC)
(O(AAB)A((A©-C)A(BE&—-D)))>(OCAOD)

Tabell 15. Teorem 1 TS-MO

P(AAB)D(AOB) (A©B)DF(AAB)
((A©B)AOA)DFB ((A©B)AOB)oFA
(OAA(ASB))oFB (OBA(A©B))oFA
OA>((A©B)oFB) OBo((A©B)>FA)
(A©B)>(OADFB) (A©B)>(OBoFA)
(OAA(ASB))oFB (OBA(A©SB))oFA
OADS((A©B)oFB) OB ((A©B)DFA)
(A©B)>(OADFB) (A©B)>(OB>FA)
((A©B)AOA)DFB ((A©eB)AOB)oFA

(PAA(A©B))>—-0B (PBA(A©B))>—-0A
PAS((A©B)>—-0B) PBo((A©B)>—-0A)
(A©B)>(PA>—-0B) (A©B)>(PBo—-0A)
(A=B)>(OA>SOB) (A©—-B)>(COA>OB)
(A=B)>(PASOB) (A©—-B)o(PADOB)
(A=B)>(¥BoFA) (A©—-B)o(¥B>oFA)
(OAA(A=B))>0B (OAA(A©—-B))oOB
(A=B)>(0A>0B) (A©—-B)>(0A>0B)
OA>((A=B)>0B) OA>((A©—-B)>OB)
(PAA(A=B))oPB (PAA(A©S—-B))oPB
(A=B)>(PA>SPB) (A©—-B)>(PASPB)
PAS((A=B)>PB) PAS((A©—-B)oPB)
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(FBA(A=B))oFA (FBA(A©—B))oFA
(A=B)>(FBoFA) (A©—-B)>(FBoFA)
FBo>((A=B)>FA) FBo((A©—-B)oFA)
(PAA(A=B))><CB (PAA(A©—-B))oCB
(A=B)>(PADOB) (A©—-B)o(PADCB)
PAS((A=B)o>{$B) PA>((A©—-B)>CB)
(KAA(A=B))oPB (KAA(A©—-B))>PB
(A=B)>(KA>PB) (A©—-B)>(KA>PB)
KA>((A=B)>PB) KA>((A©—-B)>PB)
(KAA(A=B))oOB (KAA(AS—-B))>COB
(A=B)>(KA>CB) (A©—-B)o(KA>OB)
KA>((A=B)><$B) KA>((A©—-B)><$B)
(—OBA(A=B))>—-0A (—OBA(A©—-B))>—-0A

Tabell 16. Teorem 1 TS-MO

Vi borjar med ett enkelt bevis av satsen (A©B)DF(A AB), som sdger att om
A &r inkonsistent med B, sa &r det forbjudet att A och B. Vi bevisar denna
sats genom att skapa en sluten semantisk tablé for negationen av denna sats.

(A©B)D>F(AAB)
(1) =((A©B)D>F(AAB)), 0
2) A©B,0[1, —o]
(3) =F(AAB),0[1, =]
(4) P(AAB), 0 [3, —F]

(5) 0s1 [4, P]

(6) AAB, 1[4, P]
(7) A, 16, A]
®)B, 1[6, A

(9) Orl [5, T-MO]
v N

(10) =A, 1[2,9, €] (11)=B,1[2,9,©]
(12) *[7, 10] (13) *[8, 11]

Alla grenar i tabldn ovan &r stingda. Alltsa &r hela tablan stingd. I steg (9)
har vi anvént tablaregeln T-MO. Detta dr den enda tillgdnglighetsregel vi har
nyttjat. Det foljer att (A © B)>F(A AB) ér ett teorem i varje T-MO system.
Eftersom system av detta slag dr sunda med avseende pa klassen av alla
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ramar i vilka den deontiska tillgénglighetsrelationen &r inkluderad i den
aletiska tillgdnglighetsrelationen (Rénnedal (2015b)), foljer det att (A©SB)>
F(A AB) ér giltig i klassen av alla ramar av detta slag.

((A©B)AOA)DFB

—(((A©B)AOA)DFB), 0
(A©B)AOA, 0
—FB, 0
A©SB,0
0A,0
PB, 0
0s1
B, 1
Al
Orl
4 N
—A, 1 —B, 1

* *

((AVvB)©C)>(0Co(FAAFB))

—~((AvB)©C)>(OC(FAAFB))), 0

(AvB)&C, 0
—(OC>(FAAFB)), 0
0C, 0
—(FAAFB), 0
v N
—FA, 0 —FB, 0
PA, 0 PB, 0
Os1 Os1
Al B, 1
C 1 C 1
Orl Orl
4 N 4 N
—|(A\/B), 1 —|C, 1 —|(AVB), 1 —|C, 1
—A, 1 * —A, 1 *
—B, 1 —B, 1
% %
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Ovanstaende tva semantiska tablaer bevisar att (A©B)AOA)>FB och (Av
B)© C) o> (OC > (FA AFB)) dr teorem i alla system som innehaller T-MO.
Béda dessa satser dr darfor ocksa giltiga i klassen av alla ramar som uppfyller
det semantiska villkoret C-MO (se Ronnedal (2015b)). Enligt ((A©B)AOA)
DFB sa giller det att om A &r inkonsistent med B och det dr obligatoriskt att
A, sa ar det forbjudet att B. Det innebér att FB foljer ur (A©B) och OA i alla
T-MO system. Antag att det dr obligatoriskt att alla betalar skatt och att
propositionen att alla betalar skatt &r oférenlig med propositionen att du inte
betalar skatt. D4 foljer det att det dr forbjudet att du inte betalar skatt. ((Av B)
©C)>(0OCo(FAAFB)) séger att om A eller B &r inkonsistent med C och det
ar obligatoriskt att C, s& ar det forbjudet att A och forbjudet att B.
Lat oss bevisa ytterligare ett par teorem.

(A= C)A(B=D))>((CED)SF(AAB))

—((A=>C)A(B=D))>((C&D)>F(AAB))), 0
(A=C)A(B=D), 0
—((C©D)>F(AAB)), 0
A=C,0
B=D,0
CeD,0
—F(AAB), 0
P(AAB), 0
0s1
AAB, 1
Al
B, 1
Orl
¢ N
—A, 1 G 1
* 4 N

Ovanstdende tabla &r sluten. Alltsé utgdr den ett bevis for satsen (A= C) A
(B=D))o>((C&D)>F(AAB))i alla system som innehéller T-MO. (A=
C)A(B=>D))o>((CeD)>F(AAB))” lases ”Om A strikt implicerar C och B
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strikt implicerar D, s& géller det att om C ir inkonsistent med D s &r det
forbjudet att A och B”.

(A=C)A(B=D))>((COD)AOA)SFB)

—((A=>C)A(B=D))>(((C&D)A0OA)DFB)), 0
(A=C)A(B=D), 0
—(((C&D)A0OA)DFB), 0
(CSD)AOA, 0
—FB, 0
CeD,0
OA, 0
PB, 0
A=C,0
B=D,0
0s1
B, 1
Al
Orl
¢\

-A1 G

Satsen (A= C)A(B=D))> (((C©D)A0OA)>FB)” lases: "Om A strikt
implicerar C och B strikt implicerar D, sa géller det att om C ir inkonsistent
med D och det dr obligatoriskt att A sa ar det forbjudet att B”.

(©BA(A=B))oFA (B A(A©S —-B))oFA
(A=B)= (B >FA) (A©—-B)= (¥B>FA)
<B>((A=B)>FA) <B > ((A©—-B)>FA)
(B A(A=B))DNA (B A(A=B))DNA
(A=B)>(¥B>NA) (A=B)>(¥B>NA)
<B > ((A=B)>NA) <B > ((A=B)>NA)
(PAA(A=B))= (B OB) (PAA(A©S—-B))>(BOB)
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(A= B)= (PA> (B O B)) (A ©—B)> (PA S (B O B))
PA 5 (A = B) 5 (B O B)) PA S (A © —B) > (B O B))
(BE B) A (A= B))= FA (B©S B) A (A ©—B)) > FA
(A= B)= ((B©B)>FA) (A © —B) > ((B© B)>FA)
(B© B)> ((A = B) > FA) (B© B) > ((A©—B) > FA)

Tabell 17. Teorem 1 TS-MO

(—A=A)>0A
PAS(AOA)
(PAA(A=B))>(AOB)
P(AAB)© (A= —-B)
P(AAB)© (A©B)
(A=>B)A(A=-B))oFA
(PAAAB)AB=C)>(AOC)
((OAAPB)A((AAB)=C))oPC
PAS(A=>BAC)>BOQO))
(PAA(A=B)A(A=C)>(BOO
PAS((A=B)AA=>C)>(BOQO)
PAA(A=B)AB=C)D(A0C)
(A O A(A=B)A(B=C))oFA
(B OA(A=BA(A=C))>FA
(A=B)ArA=C)>(BoC) oFA)
PAA(AS-BAr(AS-C) S BSO)
(PAAAB)A(A=>C)A(B=D))>(COD)
PAAB) D ((A=C)A(B=D))o(COD))
(A=CAB=D)o(P(AAB)D(COD))
PAAB)A(A=C)AB=D))o(CeD)
(CeD)A(A=C)A(B=D))>FAAB)
CeD)o>((A=C)AB=D))oF(AAB))
(A=0AB=D)o>(CeD)oFAAB))

Tabell 18. Teorem i TS-MO

0A = OA SA = —0A
—(0A O ©A) OA ©SA
OA > (A O A) (A© A)>—0A
OA > —(A = —A) (A = —A)>—0A
OA = (A O A) (A© A) = —0A

0A = —(A = —A) (A= —A) = —0A

121



Daniel Ronnedal

OA = PA OA = —FA
—(0OA O 0-A) OA S 0-A
—(FA O F-A) FA S F-A
—(OA O FA) OA ©FA
—-(OA O (A©SA)) OAS(ACA)
—(O(A v B) O (FA A FB)) O(A v B)© (FA AFB)
—(O(A v B) O (®A A<B)) O(A v B)© (KA A<$B)
(OAA(A=B))o(BOB) (B&B)A(A=B))>—-0A
(A=B)>(OA>(B OB) (A=B)>((B©B)>—-0A)
OA>((A=B)>(B OB)) (B©B)> ((A= B)>—-0A)
OAAB)D(AOB) (A©B)>—-0(A AB)
—((A© B) O O(A AB)) (A©B)© O(A AB)
(OAAOB)>(AOB) (FA AFB) o (—A O —=B)
(A©B)©S (0OA A OB) (—A© —-B)© (FA AFB)
(A©B) > (P-AvP-B) (—A © —-B) o (PA v PB)
(A© —-B)> (0OA > OB) (A=B)>(0OA>CB)
(OAA(AS—-B))>CB (OAA(A=B))o¢CB
OA > ((A© —-B)> $OB) OA> ((A=B)> CB)
(A © —-B) > (OA > PB) (A=B)>(OA>PB)
(OAA(A©S—-B))oPB (OAA(A=B))oPB
OA o ((A© —-B)>PB) OA > ((A= B)>PB)
(A © —-B)> (A o PB) (A=B)>(JA > PB)
(DA A(A©—-B)) o PB (OAA(A=B))oPB
0OA o ((A© —-B) o PB) 0OA o ((A=B)>PB)
(A© —-B)> (FB>-OA) (A=B)>(FB>-OA)
(FBA(A© —-B))>-0OA (FBA(A=B))>-OA
FB > ((A© —-B)>—-0A) FB o ((A = B) o =[JA)
(A© —-B)> (¥B>—-0A) (A=B)>(<¥B>-0A)
(B A(A© —B))>-0A (B A (A= B))>—-0A
<B > ((A©—-B)>-0A) <B 2> ((A=B)>—-0A)

Tabell 19. Teorem 1 TS-OC

(A = B) > (FB > —0A)

(FB A (A = B)) 5 —0A
—~(O(A Vv B) A (A€ A) A (BSB)))
—(O(A A B) A (A © B))
—(O(A AB) A (A = —B))
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(OAAA=BAC)>BOCOC)
(O(AAB)AB=C)>(BOC)

A= BAC)>(OADBOCQ))
OAD>((A=BAC)Y>BOCO))
OAA(A=>B)A(A=C)D>BOC)
(FCA(AD>B)=C)>(AO-B)

OAD (A —-(BAC)Y>BOO)
OAA(Ae—-B)AAS©-(C)D>(BOC)
(OAAB)A((A=>C)A(B=D))>(COD)
((OAVvOB)A((AvB)=C))oPC

(FC A ((AvB)= (C)) o (—0OA A—-0B))
(OAA(A=(BvVv(C))>(PBVPO)
(FBAFC)A (A= (Bv())>-0A
((OAAOB)A((AAB)=C))oPC

(FC A ((A AB)=C)) o(—OA v -0B)

(FC A ((AAB)=C)) o(P-A v P-B)
(OAA(A= (B AC))>(PBAPQC)
(FBVFC)A (A= (B AC))>-0A

((=PB v -PC) A (A = (B A ())) > -0A
OAVBIA(A=>COAB=C))>PC
(O(AVvB)A((A=C)A(B= D)) o(PCvPD)
(OAA((A=B)A(A=0C))o(PBAPC)
(O(AAB)A((A=>C)v (B= D)) o(PCvPD)
(OAA((A=B)v(A=0C)o(PBVPC)
(O(AAB)A((A=C)A(B= D)) o(PCAPD)
OAVBIA(A=>0O0OAB=0)>CC
OAVBIA(A=>C A(B=D))o>(Cv D)
OAA(A=B)A(A=0) D (CBA SO
OAABIA(A=>C)v(B=D))o(Cv D)
OAA(A=B)Vv(A=0) o (CBVv OO
OAABIA(A=O0OAB=D)o(KCASCD)

Tabell 20. Teorem 1 TS-OC

Vi har ovan gatt igenom nagra exempel pa bevis i system som innehaller
regeln T-MO. Jag skall nu ta upp ndgra exempel pa bevis av nagra satser i
aletisk-deontiska system som innehéller tablaregeln T-OC. Lat oss borja med
ett relativ enkelt bevis av satsen (OA AOB)> (A OB). Enligt (OAAOB)>(A
O B) sé giller det att om det &r obligatoriskt att A och det &r obligatoriskt att
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B, sa dr A konsistent med B (s& dr A och B konsistenta/férenliga). Enligt
“kontrapositionen” till detta teorem s& giller det att om A och B inte &r
forenliga, sa &r det inte bade obligatoriskt att A och obligatoriskt att B.

(OAAOB)D(AOB)

(1) =«((OAAOB)>(AOB)), 0
(2) OAAOB, 0 [1, —o]
(3) «(AOB), 0[1, -]
(4) OA, 0 [2, A]
(5) 0B, 02, A]
(6) ASB, 0[3,-0]
(7) 0s1 [T-OC]
(8) Orl [T-OC]
9) A, 1[4,7, 0]
(10)B, 1[5, 7, O]
v N
(11)=A, 1[6, 8, ©] (12) =B, 1 [6, 8, ©]
(13) * 9, 11] (14) * [10, 12]

Ovanstdende tabla ar sluten. Alltsa utgor den ett bevis for (OAAOB)> (A O
B) i alla system som innehéller T-OC. Eftersom alla T-OC system ar giltiga i
klassen av alla ramar dér varje mojlig véirld kan se atminstone ndgon mdjlig
virld bade aletiskt och deontiskt, 4r denna sats giltig i klassen av alla vérldar
som uppfyller detta villkor.

Principen (OA A OB) o (A O B) utesluter forekomsten av genuina
moraliska dilemman. Ett moraliskt dilemma &r en situation dir det ar
obligatoriskt att A och det dr obligatoriskt att B samtidigt som A och B ir
oforenliga. Hér foljer ett exempel. Antag att du har lovat din vén att hjilpa
henne att flytta. D& bor du hjilpa henne att flytta. Antag vidare att din dotter
blir svart sjuk samma dag som du har lovat din vén att flytta. D4 bor du kdra
din dotter till sjukhuset. Men du hinner inte bade hjélpa din vén och kdra din
dotter till sjukhuset. Propositionen att du hjélper din vén &r oférenlig med
propositionen att du kor din dotter till sjukhuset. Lat p sta for "Du hjilper din
vin att flytta” och q for ”Du kor din dotter till sjukhuset”. Da tycks foljande
satser vara sanna i vart exempel: Op, Oq, —(p O q). Men om alla dessa satser
ar sanna, s& kan inte (OA A OB) > (A O B) vara giltig. (OAAOB)> (A OB)
utesluter darfér moraliska dilemman av detta slag. Om det verkligen ar
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omdjligt bade att hjélpa din vén flytta och kora din dotter till sjukhuset, si ar
det inte bade obligatoriskt att hjélpa din vén flytta och obligatoriskt att kora
din dotter till sjukhuset. Det tycks bara som om alla satserna Op, Oq, —(p O
q) ar sanna. I vart fall forefaller det t.ex. vara sa att du har en prima facie plikt
att hjilpa din vén flytta och att du har en prima facie plikt att kdra din dotter
till sjukhuset, men att plikten att kora din dotter till sjukhuset viger tyngre &n
plikten att hjilpa din vén att flytta. Darfor har du ingen allt taget i beaktande
plikt att hjilpa din vén att flytta. Ddremot bor du om mojligt meddela henne
att du har fatt forhinder och kanske bor du forsdka gottgora henne i efterhand.
(For mer information om moraliska dilemman, se t.ex. Ronnedal (2012b).)
Lét oss gé igenom ytterligare ett par exempel pa teorem.

(OAA((A=B)A(A=C))>(BOC)

(1) =«((OAA((A=B)A(A=C))>(BOC)), 0
(2) OAA((A=B)A(A=C)), 0 [1, =]
(3) =(BOC), 0 [1, —>]

(4) OA, 0 [2, A]

(5) (A= B)A(A=C), 0 [2, A]

(6) A=B, 0[5, A]

(1) A=C, 0[5, A]

(8) B&C, 03, —0]

(9) 0s1 [T-OC]

(10) Orl [T-OC]

(1) A, 1[4,9,0]

(12) ASB, 1[6, 10, =']

(13) ASC, 1[7, 10, =']
(14)B, 1 [11, 12, MP]

(15)C, 1 [11, 13, MP]

v N

(16) =B, 1 [8, 10, ©] (17) =C, 1 [8, 10, ©]
(18) * [14, 16] (19) *[15, 17]

Ovanstdende semantiska tabld &r sluten. Alltsé utgor den ett bevis for satsen
(OAA((A=>B)A(A=C))>(B OC) i varje tablasystem som innehaller
regeln T-OC. ”(OA A (A=B)A (A= C))) (B O C)” lises "Om det ar
obligatoriskt att A och A strikt implicerar B och A strikt implicerar C, s& dr B
och C konsistenta”. Fran detta foljer det att om B och C inte ar konsistenta
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och A implicerar (medfor) bdde B och C, s &r det inte obligatoriskt att A. S4,
i ndgon mening kan man sdga att d&ven denna sats utesluter en viss form av
moraliska dilemman. Vi skall avsluta med att bevisa ytterligare en sats som ar
ett teorem i varje T-OC system, ndmligen (O(AAB)A(A=C)A(B=D)))>
(COD). Enligt denna formel géller det att om det 4r obligatoriskt att A och B
och A implicerar C och B implicerar D, sa &r C konsistent med D. Omvint
géller det att om C och D inte &r forenliga och A implicerar C och B
implicerar D, s &r det inte fallet att det &r obligatoriskt att A och B.

(O(AAB)A((A=C)A(B=D)))>(COD)

=((O(AAB)A((A=C)A(B=D)))>(COD)), 0
O(AAB),0
(A=C)A(B=D), 0
—(COD), 0
A=C,0
B=D,0
CeD,0
0s1

Med hjéilp av dessa exempel borde det vara relativt enkelt for lisaren att
bevisa dvriga teorem pa egen hand.
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