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Abstrakt

Den hédr uppsatsen handlar om satslogiken, sanningsfunktioner och
semantiska tablaer. Syftet dr dels att sammanfatta nagra intressanta fakta om
satslogiken, dels att presentera viss ny information om denna vélutvecklade
gren av logiken. En sanningsfunktion dr en funktion som tar oss fran
sanningsvérden till sanningsvirden (Det Sanna, Det Falska). Det finns 1-
stilliga sanningsfunktioner som tar ett sanningsviarde som input och ger ett
sanningsvérde som output; det finns 2-stdlliga sanningsfunktioner som tar tva
sanningsvirden som input och ger ett sanningsvirde som output osv.
Satslogiken &r den gren av logiken som handlar om sanningsfunktioner. I den
har uppsatsen undersoker jag alla 1- och 2-stélliga sanningsfunktioner. Jag
utvecklar semantiska tabldsystem som innehéller konnektiv som uttrycker
dessa sanningsfunktioner och introducerar en mingd tablaregler som kan
anvéndas i olika tablabevis. Jag definierar att antal grundlaggande begrepp,
visar hur satslogiken kan simuleras i predikatlogik, gér igenom en méngd
anvindbara regler, och ndmner flera intressanta teorem och metateorem.

1. Introduktion
Den hédr uppsatsen handlar om satslogiken, sanningsfunktioner och
semantiska tablder. Syftet &r dels att ssmmanfatta nagra intressanta fakta om
denna vilutvecklade gren av logiken, dels att presentera viss ny information.
Satslogiken ar en av de éldsta typerna av logik och de logiska egenskaperna
hos uttryck som “inte”, “och”, “eller”, ”om, s&” osv. har studerats sedan
antiken (Lukasiewicz (1935)). Tanken att konstruktioner av detta slag
uttrycker sanningsfunktioner &r emellertid relativt ny och tycks ha sitt
ursprung i Gottlob Freges verk (se uppsatserna i Frege (1995)).

Satslogiken kan studeras ur en méngd olika perspektiv och med hjélp av
olika bevismetoder (Bostock (1997), Sundholm (2001)). Axiomatiska

framstillningar av satslogiken finner man bl.a. i Frege (1879), Whitehead &
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Russell (1910), Church (1956), Bostock (1997), Kap. 5, Epstein (2006), Kap.
IT, Kleene (1952), Mendelson (1964). Se ocksa Quine (1950), Kap. 13.

Sa kallade sanningstabeller kan t.ex. anvidndas for att avgéra om en sats ar
logisk sann eller inte, om en sats dr logiskt falsk eller inte, om en sats ar
logiskt kontingent eller inte, om tva satser dr logiskt ekvivalenta eller inte,
om ett argument r giltigt eller inte, om en méngd satser &r satisfierbar eller
inte, m.m. Andra metoder, sdisom den semantiska tablametoden, kan ocksa
anvindas for dessa dndamal (se Avsnitt 4.5). For mer information om
sanningstabeller, se néstan vilken introduktion till logik som helst, t.ex.
Bonevac (2003), Copi & Cohen (2002), Layman (2002), Lepore (2000),
Martensson (1993), Prawitz (1991). Metoden utvecklades pa 1920-talet av
bl.a. Lukasiewicz och Post. Se ocksd Wittgenstein (1921). Enligt Quine
(1950), s. 38 var den grundliggande idén bakom sanningstabeller kénd redan
pa 1880-talet av Frege, Peirce och Schroder.

Satslogiken kan dven studeras med hjilp av s.k. sekvenssystem, se t.ex.
Gentzen (1935a), (1935b), Bostock (1997), Kap. 7, och Buss (1998b).

En annan typ av bevisteori dr s.k. naturlig deduktion. Introduktioner till
satslogik och naturlig deduktion hittar man bl.a. i Anderson & Johnstone
(1962), Bonevac (2003), Copi & Cohen (2002), Martensson (1993), Prawitz
(1991), Thomason (1970).

En av de yngsta bevismetoderna anvéinder s.k. semantiska tablder. I den
hir uppsatsen koncentrerar jag mig pd semantiska tablasystem. For mer
information om satslogik och semantiska tabléer, se t.ex. Bonevac (2003),
Jeffrey (1967), Lepore (2000), Smullyan (1968). Se ocksa referenserna i
Avsnitt 4.2.

Oavsett vilken typ av bevisteori vi anvinder, kan satslogiken sdgas vara
den gren av logiken som handlar om sanningsfunktioner. En sannings-
funktion dr en funktion som tar oss fran sanningsvérden till sanningsvarden
(Det Sanna, Det Falska). Det finns 1-stdlliga sanningsfunktioner som tar ett
sanningsvéirde som input och ger ett sanningsviarde som output; det finns 2-
stdlliga sanningsfunktioner som tar tva sanningsvérden som input och ger ett
sanningsvérde som output osv. I den hir uppsatsen undersoker jag alla 1- och
2-stdlliga sanningsfunktioner. Jag utvecklar semantiska tablisystem som
innehéller konnektiv som uttrycker dessa sanningsfunktioner och introducerar
en mingd tablaregler som kan anvéndas i olika tablébevis. Jag definierar ett
antal grundldggande begrepp, visar hur satslogiken kan simuleras i
predikatlogik, gar igenom en méngd anvéndbara regler, och nimner flera
intressanta teorem och metateorem.
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Uppsatsen dr indelade i sex avsnitt. Avsnitt 2 handlar om syntax och
Avsnitt 3 om semantik. I Avsnitt 4, som sysslar med bevisteori, presenterar
jag ett stort antal tablaregler och visar hur dessa kan anvéndas for att skapa en
mingd tablasystem. Avsnitt 5 innehdller en lista pd ndgra vilkdnda
satslogiska sanningar, och i Avsnitt 6 gar jag igenom en méngd intressanta
metateorem.

2. Syntax
Det ar mojligt att konstruera en stor mingd olika satslogiska sprdk, som
bildar en enorm lattice. I den hér sektionen skall jag sdga lite mer om detta.

2.1. Alfabet
Satsbokstéaver: p, q, 1, S, P1, q1, [15 S1, P25 925 125 S2, - -+
(Satslogiska) konstanter (0-stélliga konnektiv): Ty (Verum), och T, (Falsum).
(Satslogiska) monadiska (1-stélliga) konnektiv (symboler eller operatorer): S
(Det &r sant att), F (Det &r falskt att), — (negation), T, (Verum), och T,
(Falsum).
(Satslogiska) bindra (dyadiska, 2-stilliga) konnektiv (symboler -eller
operatorer): A (konjunktion), v (disjunktion), — ((materiell) implikation), <>
((materiell) ekvivalens), A (negerad konjunktion, NAND), v (negerad
disjunktion, NOR), — (negerad (materiell) implikation), <> (negerad
(materiell) ekvivalens, exklusiv disjunktion, XOR), <— (omvénd (materiell)
implikation), ¢« (negerad omvédnd (materiell) implikation), < (hoger
redundans), > (vénster redundans), < (negerad hoger redundans), > (negerad
vanster redundans), T, (Verum), och T, (Falsum).
Parenteser ) och (.

0-an i Ty och Ty anger att T, och T, ar konstanter, 1-an i T och T, att T,
och T; dr monadiska konnektiv, och 2-an i T, och T, att T, och T, 4r bindra
konnektiv. Jag skall ofta utelimna denna siffra, d& det inte ger upphov till
nagon mangtydighet. Satser som byggs upp med hjilp av Verum eller Falsum
(som huvudkonnektiv) har alltid samma vérdering (se Avsnitt 3.2.1).

2.2. Satser

Med hjélp av de symboler som introducerades ovan i Avsnitt 2.1 &r det
mdjligt att konstruera en méngd olika satslogiska sprdk. Olika satslogiska
sprak kan innehalla olika primitiva tecken. Alla satslogiska sprék innehaller
alla satsbokstdver, hdger och vénster parentes och nagon delméngd
(mgjligtvis tom) av de Ovriga symbolerna i Avsnitt 2.1. Dessa symboler &r
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primitiva. Lat ©, vara ett monadiskt konnektiv och 1at ©, vara ett binért
konnektiv. Ett satslogiskt sprak L{X} &r ett satslogiskt sprék som bestar av
alla satser (vélformade formler) som genereras fran foljande villkor med
hjilp av symbolerna i {X}:

Varje satsbokstav ar en (atomér) sats i L{X}.

Om Ty och T ingér i {X}, sd dr Ty och T (atoméra) satser i L{X}.
Om ©, ér ett element i {X} och A dr en sats i L{X}, s& 4r ©,A en sats
i L{X}.

Om ©, ér ett element i {X} och A och B ir satser i L{X}, s& dr (A©,
B) ensatsi L{X}.

Ingenting annat ar en sats i L{X}.

Satser som inte dr atomaira kallas “komplexa” eller ”’sammansatta”.

©, dr alltsa ett slags satsoperatorer som syntaktiskt tar en sats som argument
och ger en sats som vérde, och ©, ett slags satsoperatorer som syntaktiskt tar
tvd satser som argument och ger en sats som virde. De satslogiska
konnektiven antas representera eller uttrycka olika sanningsfunktioner (se
Avsnitt 3). Det finns 1-stélliga, 2-stilliga, 3-stilliga, 4-stilliga... osv.
sanningsfunktioner. Vi skulle i princip kunna addera satslogiska konnektiv
som motsvarar alla dessa funktioner till vart satslogiska sprak. Vi skall
emellertid koncentrera oss pa konstanter, monadiska och bindra konnektiv i
den hér uppsatsen.

Det minsta spraket L{} bestdr endast av satsbokstéverna och parenteserna.
Extensioner av detta sprak innehéller alla satsbokstdverna, plus alla satser
som kan genereras med hjélp en eller flera satslogiska konnektiv i enlighet
med reglerna ovan. "L{A}”, stér t.ex. for det sprak som endast innehéller det
satslogiska konnektivet A, ”L{—, v}” for det sprak som innehéller — och v
osv. p, q och (pAq) ar t.ex. satser i L{A}, men det &r inte (pvq). p, g, ~(pVq)
ar satser i L{—, v}, medan (pAq) inte &r en vilformad formel i L{—, v}. Osv.

Allmint géller det att en méngd med n element har 2" n (2 upphdjt till n)
delmingder. S4, om vi antar att det finns ett konnektiv for varje
sanningsfunktion, sd finns det 2 ~ 2 = 4 sprék som endast innehéller
satsbokstiver eller konstanter, 2 ~ 6 = 64 sprdk som endast innehéller
satsbokstdver, konstanter eller monadiska konnektiv, och 2 22 = 4194304
sprak som endast innehéller satsbokstéver, konstanter, monadiska eller binira
konnektiv. For det finns 4 monadiska sanningsfunktioner och 16 bindra
sanningsfunktioner (se Avsnitt 3). Ett satslogiskt sprék &r satslogiskt
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fullstindigt om och endast om (omm) det kan uttrycka alla sannings-
funktioner (se Avsnitt 3.5). Inte alla satslogiska sprék ar fullstindiga. Det ar
de fullstindiga sprdken som é&r filosofiskt intressantast. Manga olika sprék ar
fullstdndiga. I fullstindiga sprak kan icke-primitiva termer som motsvarar
alla sanningsfunktioner definieras i termer av de primitiva konnektiven.

Lat en n-méngd vara en méngd med n element och en r-delmédngd av en
méngd vara en delmédngd av denna mdngd med r element. D& denoteras
antalet r-delmangder av en n-méngd med f6ljande symbol (n Gver r):

)

“n!” star for n-fakultet; n! erhalls genom att multiplicera alla naturliga tal fran
Ltilln, dvs.n! =1x2x ... xn. Till exempel, 5! =1 X2 x3 x4 x5=120.
Vi stipulerar att 0! = 1. Mer precist, vi kan anvianda foljande rekursiva
definition: 0! =1!'=1,(n+ 1)! = (n + 1) X n! (n > 1). Lat n och r vara positiva
heltal som uppfyller villkoren 1 < r < n. D& kan vi rdkna ut n &ver r pa
foljande satt (Biggs (2002), s. 107):

[n} Cn(n-D.(n—r+l)  nl

r

r! rl(n—r)! '

Med hjélp av denna formel kan vi ta reda pa hur manga olika sprdk med ett
visst antal primitiva termer det finns. Det finns t.ex. 5 6ver 22 = 26334 sprak
som sammanlagt innehaller 5 primitiva satslogiska symboler (satslogiska
konstanter, monadiska och/eller binédra konnektiv).

2.3. Definitioner

I vissa sprak som inte innehéller alla monadiska och binéra symboler kan vi
infora dessa med hjélp av definitioner. Om vart satslogiska sprak ar full-
standigt, kan vi 1 princip definiera nya satslogiska konnektiv som motsvarar
varje sanningsfunktion. I sprék som inte dr satslogiskt fullstindiga ar detta
inte alltid mdjligt. De satslogiska spraken "L{a}”, "L{v}”. "L{—, A}”, "L{—,
v}” ar t.ex. satslogiskt fullstindiga (de &r inte de enda). Jag skall nu visa hur
Ovriga monadiska och binira konnektiv kan definieras i dessa sprak.

Negerad konjunktion (inte bade och) som enda primitiv operator

T =i (AAA)AA
I =« (Ar(AAA)A(AA(AAA))
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SA =4
FA =4
—A =g
AvB =df
AAB =df
A—B =df
A«B =df
A<B =df
AvB =df
A—B =df
A«<B =df
A<B =g
A>B =4
A<B =y
A>B =4
A<B =df
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(AAA)A(AAA) (eller A)

(AAA)

(AAA)

(AAA)A(BAB)

(AAB)A(AAB)

AA(BAB)

BA(AAA)
(AABAB)ABAAAAD)A(AABAB)A(BA(AAA)))
((AAA)ABAB)A((AAA)A(BAB))
(AA(BAB))A(AA(BAB))

((AAA)AB)A((AAA)AB)
(AABABAB)A(AABA(BAB))) (eller A)
(BAAA(AAA)))ABA(AA(AAA))) (eller B)
AA(BA(BAB)) (eller AAA)

BA(AA(AAA)) (eller BAB)
(((AAA)ABAB)A(AAB)A(((AAA)A(BAB))A(AAB))

Negerad disjunktion (varken eller) som enda primitiv operator

T ~df
I ~df
SA =df
FA =df
—A =df
AvB =df
AAB =df
A—>B =4
A<—B=4
A<B =df
AAB =df
A—>B =df
A«<B =df
A<B =df
A>B =df
A<B =4
A>B =4
A<B =df

(Av(AvA))V(Av(AVvA))

(AvA)VA

(AvA)Vv(AvVA) (eller A)

(AVvA)

(AVvA)

(AvB)v(AvB)

(AvA)v(BvB)

((AvA)vB)v((AvA)vB)

((BvB)vA)v((BvB)VvA)

((AvA)vB)v((BvB)VvA)
((AvA)v(BvB))v((AvA)v(BvB))

(AvA)vB

Av(BvB)

(AvA)v(Bv(BvB)) (eller A)

(Av(AvA))v(BvB) (eller B)
((AvA)v(Bv(BvB))v((AvA)v(Bv(BvB))) (eller AvA)
((Av(AvA))v(BvB))v((Av(AvA))v(BvB)) (eller BvB)
(((AvA)vB)v((BvB)VA))V(((AvA)vB)v((BvB)VvA))
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Negation (inte) och konjunktion (och) som enda primitiva operatorer

T =df
I =df
SA =4
FA =4
AvB =df
A—B =df
A«B =df
A<B =df
AAB =df
A—B =df
A«<B =df
A<B =g
A>B =4
A<B =y
A>B =g
A<B =df
AvB =df

An—A

A

—A

—|(A/\—|B) AN —|(B A —|A)
AAr—B

—AAB

AA—(BA—B) (eller A)
—(AA—A)AB (eller B)
—|(A/\—|(B A —|B)) (eller —|A)
—(—(AA—=A)AB) (eller =B)
—|(—|A/\—|B)/\—|(A/\B)
—AA—B

Negation (inte) och disjunktion (eller) som enda primitiva operatorer

T =df
T =df
SA =4
FA =4
AAB =df
A—B =df
A«B =df
A<B =df
AAB =df
A—B =df
A«<B =df
A<B =y
A>B =4
A<B =y
A>B =4
A<B =df
AvB =df

Av—-A

—(Av—-A)

A

_|A

—(—=Av—B)

—-AvB

Av—B
—(—(—=AvB)v—(=BVA))
—-Av—B

—(—AVB)

—(Av—B)
—(=Av—=(Bv—B)) (eller A)
—(=(Av—=A)v—B) (eller B)
—Av—(Bv—=B) (eller =A)
—(Av—-A)v—B (eller —B)
—(—(AvB)v—=(-Av—-B))
—(AvB)
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Hur avgdr vi om en definition ar rimlig eller ¢j? Vi &r fria att definiera vara
logiska symboler pé vilket sétt som helst. Men eftersom vi vill att de olika
symbolerna skall representera vissa sanningsfunktioner &ar inte alla
definitioner rimliga. Vi vill t.ex. att v skall representera f,. Givet denna
tolkning, hur avgor vi t.ex. om definitionen av v i termer av A &r rimlig, dvs.
hur avgdr vi om foljande definition ar rimlig: Av B =4 (AAA)A(BAB)? Det
kan vi gbra genom att visa att Av B &r logiskt ekvivalent med (AAA)A(BA
B) da v representerar f, och A representerar f,. Detta kan i sin tur visas t.ex.
med hjilp av sanningstabeller pa sedvanligt sitt. (Ovning: visa att alla
definitioner ovan &r rimliga.)

2.4. Substitution och ersittning

2.4.1. Substitutionsfunktioner

1. En substitutionsfunktion, s, dr en funktion frdn mingden av satsbokstéver
till méngden av vélformade formler. Méngden av vélformade formler varierar
fran sprak till sprék, men substitutionsfunktionerna kan i princip definieras pa
samma sitt for alla sprak.

2. Vi kan utvidga en substitutionsfunktion till en funktion fran méngden av
alla satser till méngden av alla satser. Lat ©, vara ett monadiskt konnektiv
som ingdr i vart sprak, 1at ©, vara ett dyadiskt konnektiv i vart sprak, och lat
T" vara en méngd satser. Resultatet av att tillimpa s pd en godtycklig sats A
kan dé definieras rekursivt pé foljande sétt:

@) Om p &r en satsbokstav, s ges s(p) av 1.

(i)  s(©;A) =Oss(A).

(i)  s(A©,B) = (s(A)©,s(B)).

3. s(I') = {s(A): A érettelementil}.

Exempel. (i) Lat s(p) = q och s(A) = A for varje annan satsbokstav. Da
giller det att s(—p — —p) = (s(=p) = s(—=p)) [frén 2.(iii)] = (=s(p) = —s(p))
[frén 2.(i1))] = (—q — —q) [frdn definitionen av s]. (ii) s(=p = =(p A 1)) =
(s(=p) = s(—~(p A1) [frén 2.(iii)] = (=s(p) = —s(p A1) [frén 2.(ii)] = (—s(p)
——=(s(p)As(r))) [fran 2.(iii)] = (—-q——(qAr)) [fran definitionen av s]. B

Om s(b) = B, sé skall vi ocksa anvinda foljande notation ”[B/b]” for ”’s”,
dvs. [B/b] &r en substitutionsfunktion som for argumentet b ger virdet B.

Lat b vara en godtycklig satsbokstav och 14t A och B vara godtyckliga
vilformade formler i vart sprak. Da ar [B/b](A) (eller (A)[B/b]) den sats som
ar resultatet av att substituera (byta ut) varje forekomst av b i A med B, dvs.
[B/b](A) (eller (A)[B/b]) ar resultatet av att tillimpa [B/b] pa A. Om b inte

58



Satslogiken, Sanningsfunktioner och Semantiska Tablaer

forekommer 1 A, sd ar [B/b](A) = A. (Om A t.ex. ar en satsbokstav skild fran
b, sa dr [B/b](A)= A.) En sats A’ kallas en omedelbar substitutionsinstans av
A omm det finns en sats p i A och nagon vélformad formel B sddan att A’ =
[B/pl(A).

Exempel. Lit b =p, B=(pAq) och A = (p—p). Da ér [B/b](A) = [(pA
Q/plp—p) =((pAQ—(pAQ). Litb=gq,B=((p—>r)—>1)och A= (p—(q
—1)). Dé ir [B](A) = [(p— D) —=1D/ql(p—= (q—1) = (p— (p—>1)—>1) -
r)). Litb =1, B=(pv—p) och A = (p—p). Da ér [B/b](A) = [(pv—p)/1l(p—
p)=(—p).- .

2.4.2. Simultan substitution

Om s(b;) = By, ..., och s(b,) = B, skall vi ocksa anvidnda foljande notation
”[By/by, ..., By/b,]” for ”’s”, dvs. [B,/by, ..., By/b,] dr en substitutionsfunktion
som for argumentet b, ger véirdet By, ..., och for argumentet b, ger véirdet B,,.

Latby, ..., b, vara godtyckliga distinkta (icke-identiska) satsbokstiver och
lat A och By, ..., B, vara godtyckliga vélformade formler. D4 ir [B,/by, ...,
B./b,](A) (eller (A)[B,/by, ..., By/b,]) den sats som é&r resultatet av simultan
substitution av By, ..., B, for by, ..., b, for alla forekomster av by, ..., b, 1 A,
dvs. [By/by, ..., Bi/bul(A) ((A)[By/by, ..., By/b,]) ér resultatet av att tillimpa
substitutionsfunktionen [B,/b;, ..., By/b,] pd A. Det ar tillatet att inte alla

satsbokstiver by, ..., b, forekommer i A. Om ingen av by, ..., b, forekommer
i A, s& ar [By/by, ..., B/byJ(A) = A. En sats A’ kallas en simultan
substitutionsinstans av A omm det finns négra satser by, ..., b, i A och nigra

vilformade formler By, ..., B, sddana att A’ = [B,/by, ..., B/b,](A).

Exempel. Latb, =p,b,=q,B;=1,B,=soch A=((p—>q)—>(—pVvQq).
Di ir [By/by, Bo/ba](A) = [/p, s/q)((p— @) = (—pv @) = ((r—5) = (=rvs)).
Latb,=p,b,=q,B1=q,B,=(pAs)och A=((pAq)—(pVvq)). Dé ar [B,/by,
B./by](A) = [a/p, pAs/ql(pAQ) = (pV Q) = ((qA(pAS)) = (qv(pas))). Lat by
=p,by=q, by;=r,B =1, B,=(sv—=s), B3 =q, och A =(pvqvr). D& ar
[Bi/bi, Bo/ba, By/bs(A) = [t/py, (sv—s)/d, Ga/l(pv V) = (pv (sv—s)v ). B

Notera att en och samma satsbokstav inte ersitts med olika satser nér vi
anvander en substitutionsfunktion. Olika satsbokstidver kan emellertid erséttas
med samma sats. —(p A—p) 4r t.ex. en substitutionsinstans av —(p A—q), men
—(pA—q) dr inte en substitutionsinstans av —(p A—p).

Vi skall sdga att en substitutionsfunktion som &r injektiv och vars
rackvidd dr mingden av alla satsbokstaver &r en dterbokstavering.

Notera ocksa skillnaden mellan successiva substitutioner och simultana
substitutioner. B
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Exempel. Lat A = (p—>q)— (—p—q). Dé ar [pAg/p, p/q](A) inte identisk
med [p A q¢/pl([p/ql(A)); [p A 9/p, p/q](A) &r inte identisk med [p/q]([p A
a/p](A)) och [p A g/p]([p/q](A)) ér inte identisk med [p/q]([p A q/p](A)). [pA
ap, palp> 9 =>Ep—>9) =((pArgQ =>p) > ((pPArqg —p)[pAa
a/pl(lp/al((p—> @) = (=p—>9) = [pAd/pl((p—p) = (=p—p)) = (PAQ) —(p
AQ))— (=(pAq) = (pAQq)) och [p/q]([pAa/pl((p— @) = (=p—>q))) = [p/q](((p
AQ)—q) > (=(pAqQ)—q) = ((pAp) > p) > (—(pAp)—p). B

2.4.3. Ersiittning

Uttrycket ”[C//B](A)” (eller ”(A)[C//B]”) star for resultatet av att ersitta
(byta ut) noll eller flera forekomster av B med C i A. ”[C//B](A)” kan
beteckna olika satser i olika kontexter. Om det &r klart att vi talar om
ersittning och inte substitution, sd kan erséttningsoperationen betecknas pa
samma sdtt som substitutionsfunktionerna, dvs. ”[C/B]J(A)” (eller
“(A)C/BT”).

Exempel. Lat A = (pAq) = (p —>q), B =p och C = —p. Da kan
[C//B](A), dvs. [—p//pl((pAq) — (p — q)), std for nagon av foljande satser:
(PAr—>(P—q), (—pArg—=>(p—q), (pAq) = (=—p—q) eller (—pArq)—
(—p—q). Lat A=—=(pA—p), B=p och C =pAp. Da kan [C//B](A), dvs. [p
ADP//pl(—(pA—p)) std for ndgon av foljande satser: —(p A—p), =((pAP)A—D),
—(pA—(pAp)) eller =((pAp)A—(pAp)). B

2.4.4. Simultan ersiittning

Foljande notation [Ci//By, ..., Cy//B,](A) star for resultatet av att samtidigt
(simultant) ersétta noll eller flera forekomster av B; med C; och ... och
ersdtta noll eller flera forekomster av B, med C, 1 A.

Exempel. Lit A =p—>(—qvr), By =p, B,=—qvr,C;=——poch C, =
(q—r1). Da kan [C,//B,, C,//B5](A), dvs. [—p//p, (q—>1)//(—qV1)](p = (—qV
1)) std for ndgon av foljande satser: p— (—qVvr), =——p—>(—=qVr), p—>(q—1),
eller —p—(q—r). A

For mer information om ersittning och simultan erséttning, se Avsnitt 4.1.

I Avsnitt 4.1 kommer jag att ta upp nigra ersittnings- och substitutions-
regler, som anvinder begreppen erséttning och substitution. Erséttning
padminner om substitution, men det finns ocksd ndgra viktiga skillnader
mellan dessa begrepp da de anvénds i vara regler.

Da vi ersdtter (byter uf) A mot B krévs det att A <> B ér ett teorem, da vi
substituerar A for p ar det inte nddviandigt att A <> p ar ett teorem.
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Da vi ersdtter A med B i en sats S behdver vi inte byta ut varje forekomst
av A i S, men da vi substituerar A for p i S, maste vi byta ut varje forekomst
avpiS mot A.

Nér vi substituerar A for p, maste p vara atomér, men det ar inte
nodvindigt att A dr atomir, om vi ersdtter A med B. B kan emellertid vara
komplex sé vil som atomaér i bada fallen. (Se vidare Avsnitt 4.1.)

3. Semantik

Léat C vara méngden av alla konnektiv som ingar i vart sprak, V en méngd
sanningsvéarden, D en médngd designerade sanningsvérden (D &r en delméngd
av V), och {fe: © € C} en mingd sanningsfunktioner, en for varje konnektiv
© 1 C. Om © ér ett n-stilligt konnektiv, sa dr fo en n-stéllig sanningsfunktion.
Da kan klassisk satslogik sdgas vara definierad av f6ljande struktur: <V, D,
{fo: © € C}>. V innehéller sanningsvdrdena T (Det Sanna) och F (Det
Falska). Ty enligt klassisk satslogik &r varje sats antingen sann eller falsk och
inte bade sann och falsk, och varje sats kan betraktas som ett namn pa ett av
dessa virden. D utgérs av de sanningsvirden som bevaras i giltiga
slutledningar. Enligt klassisk satslogik ar det sanning som bevaras i giltiga
slutledningar. Alltsa r D = {T}. For varje konnektiv © i C géller det att fo &r
den sanningsfunktion ”©” refererar till, denoterar, star for, eller uttrycker. De
monadiska konnektiven uttrycker 1-stélliga sanningsfunktioner, de bindra
konnektiven uttrycker 2-stéilliga sanningsfunktioner osv. En 1-stillig
sanningsfunktion &r en funktion som tar ett sanningsvérde som argument och
ger ett sanningsvirde som vérde, en 2-stdllig sanningsfunktion &r en funktion
som tar tvd sanningsvéirden som input och ger ett sanningsvérde som output,
osv. 7" star tex. for den I-stdlliga sanningsfunktionen f_, som for
argumentet T ger virdet F och argumentet F ger virdet T, dvs. £ (T) =F, och
f_(F) = T. ”A” denoterar den 2-stdlliga sanningsfunktionen f, som ger vérdet
T omm bada argumenten &r T (om minst ett av argumenten dr F ger den
vérdet F), dvs. f(T, T) =T, £(T, F) = F, f.(F, T) =F, och f(F, F) = F. "v”
refererar till den 2-stdlliga sanningsfunktionen f,. £(T, T) = F, £(T, F) = F,
f(F, T)=F, f(F, F)=T. Osv.'

! Tanken att de satslogiska konnektiven uttrycker sanningsfunktioner och att satser ir ett slags
namn pa sanningsvirden utvecklades av en av den moderna logikens frimsta pionjérer Frege, se
t.ex. (1879), (1995). Teorin kan forefalla vara prima facie kontraintuitiv. Den tycks medfora att
sanningen och falskheten &r ett slags objekt och att alla sanna satser betyder samma sak. Men ar
inte sanningen en egenskap eller en relation? Och kan inte olika sanna satser ha olika betydelser?
Det finns inte utrymme i den hdr uppsatsen att diskutera dessa fragor. Teorin har emellertid visat
sig vara enormt fruktbar. For mer information om sanningsvirden och -funktioner, se t.ex.
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En sanningsfunktion som tar n argument ar definierad for 2" n (2 upphdjt
till n) olika argument. For varje sddant argument antar funktionen ett av tva
mdjliga virden (Det Sanna eller Det Falska), vilket innebér att det finns 2 (2
~n) (2 upphdojt till 2 upphojt till n) olika sanningsfunktioner med n argument.
Saledes finns det t.ex. 4 olika sanningsfunktioner som tar 1 argument, 16
olika sanningsfunktioner som tar 2 argument, 256 sanningsfunktioner som tar
3 argument osv.

Varje sanningsfunktion kan beskrivas av en sanningstabell, dar vi for
varje méjlig sekvens av n sanningsvdrden anger det sanningsvérde, som
funktionen tilldelar sekvensen, eller — som man ocksa kan uttrycka det — det
sanningsvérde, som funktionen antar nédr argumentet utgors av sekvensen
ifraga. Tabell 1 sammanfattar alla 1-stélliga sanningsfunktioner, och Tabell 2
innehéller alla 2-stilliga sanningsfunktioner.

A S F — T T

S S F F S F

F F S S S F
Tabell 1

Tabell 1 skall ldsas pa foljande sdtt. Om A &r sann, sa dr SA sann; och om A
ar falsk, sd ar SA falsk. Om A &r sann, sé ar —A falsk; och om A ar falsk, sa
dr —A sann. TA dr sann oberoende av om A ar sann eller falsk; TA ar falsk
oberoende av om A ir sann eller falsk. Osv.

A B |A (A |V |V Dol |< (<> |>|T|TI

S |S |S|F |S |F |S |F |S |F |S |F |S|F |S |F |S |F

F |S |F|S|S |F |S |F |F S |F |S |F |S |S |F |S |F

S |F |\F (S |S |F |F |S |F |S |S |F |S |F |F S |S |F

F |F |F |S |F |S |S |F |S |F |[S |F |[F |[S |F |[S |S |F
Tabell 2

Tabell 2 skall ldsas pa foljande sdtt. Om A &r sann och B &r sann, s &r AAB
sann. Om A &r falsk och B &r sann, sa dr A AB falsk. Om A 4r sann och B ar
falsk, s& ar A A B falsk. Och om A ar falsk och B é&r falsk, sa ar A A B falsk.
Osv. Tabellen innehaller s.a.s. sanningstabellerna for alla binira konnektiv.

Gabriel (1984), Shramko & Wansing (red.). (2009), (2009b). Olika sanningsteorier presenteras
bl.a. i Kirkham (1992) och Kiinne (2003).

62




Satslogiken, Sanningsfunktioner och Semantiska Tablaer

En virdering eller tolkning, v, dr en funktion fran satsbokstiverna till
sanningsvérdena i V. For varje satsbokstav, p, giller det att v(p) antingen &r T
eller F och inte bdde T och F; dvs. varje atomir sats dr antingen sann eller
falsk, och inte bade sann och falsk. Om v(A) = T, s skall vi séga att A ar
sann under virderingen (eller tolkningen) v eller att v goér A sann; om v(A) =
F, sa skall vi séiga att A &r falsk under virderingen (eller tolkningen) v eller
att v gor A falsk. Antag att vart sprak innehaller konstanterna T och T. Da
giller det att v(T) = T och att v(T) = F, for varje véirdering v, dvs. T ar alltid
sann under varje virdering och T dr alltid falsk under varje vérdering. En
sddan funktion kan utdkas till en funktion fran alla satser till V genom att
tillimpa de olika sanningsfunktionerna rekursivt. Lat © vara ett monadiskt
konnektiv och ® ett binért konnektiv. D4 géller det att:

1) V(OA) =fe(v(A)).

(i)  v(A®B)=fg(v(A), v(B)).

Exempel. v(—(pv Q) = £ (v(pv Q) = £ (E(v(p), v())). Antag att v(p) = F
och v(q) = F, dvs. att bade p och q ar falska. Da ar f,(v(p), v(q)) = F. Det
foljer att £ (f,(v(p), v(q))) =S, dvs. f (f(F, F)) = S. Med andra ord, v(—(p Vv
q)) =S, dvs. =(pvq) &r sann under vérderingen v. B

Vi skall kalla <V, D, {fo: © € C}> for en vérdestruktur eller en ram. En
vardestruktur tillsammans med en vérderings- eller tolkningsfunktion, <V, D,
{fe: © € C}, v>, dr en modell. Givet denna begreppsapparat kan vi ocksa
séga att en sats A &r sann i en modell <V, D, {f¢: © € C}, v> omm A &r sann
under v; och att en sats A &r falsk i en modell <V, D, {fo: © € C}, v>omm A
ar falsk under v.>

3.1. Nagra centrala semantiska begrepp
Jag skall nu definiera nagra grundldggande semantiska begrepp.

Logisk sanning. En sats A &r (sats)logiskt sann omm den &r sann under
varje virdering. En sats som dr satslogiskt sann brukar ocksa kallas for en
tautologi.

Logisk falskhet. En sats A dr (sats)logiskt falsk omm den ar falsk under
varje vérdering.

2 Denna grundliggande typ av semantik kan enkelt utvidgas till s.k. flervird logik, som antar att
det finns fler sanningsvérden dn Det Sanna och Det Falska, t.ex. Det Obestdmda (varken sanna
eller falska). Vi antar da helt enkelt att V innehaller dessa extra sanningsvéirden och betraktar
sanningsfunktionerna som funktioner som tar input fran V och ger ett virde fran V. D utgér
fortfarande en delméngd av V och virderingsfunktionen tilldelar satsbokstéverna ett och endast
ett sanningsvérde i V. For mer information om flervard logik, se t.ex. Haack (1974), Priest
(2008), Kap. 7-9, Hahnle (2001) och Urquhart (2001).
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Satisfierbarhet (satser). En sats A ar satisfierbar omm den &r sann under
minst en virdering.

Falsifierbarhet (satser). En sats A &r falsifierbar omm den ar falsk under
minst en véirdering.

Logisk kontingens. En sats A dr (sats)logiskt kontingent omm den é&r
satisfierbar och falsifierbar, dvs. omm den 4r sann under minst en véirdering
och falsk under minst en vérdering.

Logisk implikation. En sats A implicerar (sats)logiskt (medfor
satslogiskt) en sats B omm B &r sann under varje virdering som A ir sann.
Ekvivalent: omm A — B ér (sats)logiskt sann.

Logisk ekvivalens. Tva satser, A och B, dr (sats)logiskt ekvivalenta omm
de har samma sanningsvirde (som varandra) under varje vérdering.
Ekvivalent: omm A <> B ir satslogiskt sann. Ekvivalent: omm A medfér B
och B medfor A. Ekvivalent: omm A — B och B— A ir satslogiskt sanna.

Logisk foljd. En méngd satser I' medfor en sats B omm det inte finns
nagon virdering som gor alla premisser i I" sanna och slutsatsen B falsk. Om
I" medfor B skall vi ocksé séga att B foljer (sats)logiskt ur I'. Med andra ord:
B f6ljer ur I' omm varje virdering som gor alla satser i I" sanna ocksa gor B
sann.

Satisfierbarhet (méingder av satser). En mingd satser I" dr satisfierbar
omm det finns minst en virdering som gor alla satser i " sanna.

Falsifierbarhet (miingder av satser). En mingd satser &r falsifierbar
omm det finns minst en vérdering som gor alla satser i I" falska.

3.2. Nagra sanningsfunktioner

Flera satslogiska konnektiv och sanningsfunktioner ar mycket vilkénda; —,
A, V, =, och <> presenteras t.ex. i nédstan varje introduktion till satslogiken.
Andra konnektiv och de sanningsfunktioner de representerar dr mindre
utforskade. I det hér avsnittet skall jag sidga lite om ndgra av de senare.

3.2.1. T (Verum) och T (Falsum)

Verum, T, och Falsum, T, kan tolkas som konstanter (T,, T,), monadiska
”sanningsfunktioner” (T;, T) eller dyadiska sanningsfunktioner” (T,, T,).
Som konstanter dr de i sig vélformade; T, och T &r vilformade. D& Verum
och Falsum tolkas som monadiska satsoperatorer géller det att om A &r en
sats, s dr TA och TA satser. D& de betraktas som dyadiska satsoperatorer
giller det att om A och B ir satser, sa & A T B och A T B satser. Som
funktioner tar de oss alltid till Det Sanna, respektive Det Falska. TA ar sann
oavsett vilket sanningsvirde A har och TA ar falsk oavsett vilket
sanningsvérde A har. ATB &r sann oavsett vilka sanningsvirden A och B har;
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och A T B ér falsk oavsett vilka sanningsvirden A och B har. Foljande
ekvivalenser &r satslogiskt sanna:

ToTAST(AAB)< (TAATB)«>(ATB)

ToTAST(AAB)& (TAATB)— (ATB)

A (AT A omm A &r ekvivalent med Verum.

SA<(A<>T) Detérsantatt A omm A &r ekvivalent med Verum.
—A<(A—T) Inte A omm A ér ekvivalent med Falsum.

FA<(A<>T) Detir falskt att A omm A &r ekvivalent med Falsum.

L&t © vara ett bindrt konnektiv. Da géller det generellt att (A©B) < T) <>
(A T)O(B«T)) ér satslogiskt sann.

3.2.2. S (Det ér sant att) och F (Det ir falskt att)

Jag har ovan introducerat tvd monadiska satsoperatorer S och F, som inte
brukar inga i olika satslogiska sprak. Den monadiska satsoperatorn S tar oss
fran Det Sanna till Det Sanna och fradn Det Falska till Det Falska, medan F tar
oss fran Det Sanna till Det Falska och fran Det Falska till Det Sanna. Jag vill
nu argumentera for att det &r fruktbart att inféra dessa operatorer eftersom de
ofta kan anvindas for att symbolisera uttrycken “Det &r sant att” respektive
”Det &r falskt att”. Jag skall med andra ord argumentera for att uttrycken Det
dar sant att” och ”Det ar falskt att” ofta i svenska anvénds for att uttrycka ett
slags sanningsfunktioner och att detsamma géller manga andra liknande
uttryck i andra naturliga sprék, sdsom de engelska uttrycken It is true that”
och "It is false that”. Detta kan ses som ett komplement till andra klassiska
sanningsteorier. Jag skall kalla denna teori (eller hypotes) for den
funktionella sanningsteorin (for uttrycken ”Det &r sant att” och ”Det ar falskt
att”). Notera forst att alla satser i foljande tabell (Tabell 3) ar logiskt sanna:

SAVFA, -(SAAFA), SA— A, SA < —FA, FA < —SA, FA <> —A (enligt
denna ekvivalens uttrycker ”Det &r falskt att” samma sanningsfunktion som
”Det dr inte fallet att”), S—A <> —SA, S(AAB) <> (SAASB), S(AvB)«>(SA
vSB), S(A—B)<(SA—SB), S(A<~B)< (SA«<>SB).

Faktum &r att det generellt géller att S(A © B) <> (SA © SB) for alla bindra
konnektiv.’

Tabell 3

® Dvs. dven foljande satser ar logiskt sanna: S(A AB) <> (SAASB), S(AvB) <« (SAVSB), S(A—
B) > (SA = SB), S(A <~ B) <> (SA < SB), S(A & B) <> (SA & SB), S(A<B) <> (SA<SB), S(A
>B)<>(SA>SB), S(ATA) <> (SATSB), S(ATA) <> (SATSB), S(A <« B)<> (SA«SB), S(A<
B)«<>(SA<SB), S(A>B)«>(SA>SB).
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Har foljer tre argument for den funktionella sanningsteorin.
Argument 1. Teorin kan forklara en miangd plattityder om uttrycken “Det
ar sant att” och “Det &r falskt att”. Alla satser nedan tycks t.ex. vara sanna.
Varje sats ér antingen sann eller falsk, dvs. det ar sant att A eller det ar
falskt att A (for varje A).
Ingen sats dr bade sann och falsk, dvs. det 4r inte fallet att det ar sant
att A och att det ar falskt att A (for ndgot A).
Det ar sant att A omm A.
Det &r sant att A omm det inte &r falskt att A.
Det &r falskt att A omm det inte 4r sant att A.
Det ar falskt att A omm det inte ar fallet att A.
Det dr sant att inte-A omm det inte 4r sant att A.
Det dr sant att A och B omm det &r sant att A och det &r sant att B.
Det dr sant att A eller B omm det &r sant att A eller det 4r sant att B.
Det dr sant att om A sa B omm om det &r sant att A sa ar det sant att
B.
Det dr sant att A omm B omm det ar sant att A omm det &r sant att B.

Alla dessa satser foljer ur den funktionella sanningsteorin, eftersom alla
satser i Tabell 3 ar satslogiskt sanna. Detta talar for den funktionella
sanningsteorin.

Argument 2. Teorin kan forklara varfor uttrycket ”Det dr sant att” ar
redundant i en viss mening. ”Det dr sant att A” dr, om den funktionella
sanningsteorin dr sann, ekvivalent med ”A”. Varje sats av formen "SA” &r
ekvivalent med en sats som inte innehdaller ”S”, som vi har sett ovan. Men vi
kan visa nagot starkare. Vi kan visa att varje sats som innehéller S (Det ar
sant att) dr ekvivalent med en sats som inte innehéller detta konnektiv. (Detta
ar latt att se i ljuset av de ekvivalenser som omndmns i Tabell 3 ovan.) Allt
som kan sidgas med sanningsbegreppet kan dérfor i en viss mening sdgas utan
det.*

Argument 3. Teorin kan forklara varfor det s.k. regressproblemet inte &r
nagot problem. Detta hdnger ihop med punkten omedelbar ovan. Manga
filosofer har uppméirksammat att varje sanning tycks ge upphov till en

* Konnektivet F (Det #r falskt att) &r redundant i vissa system men inte i alla. I ett sprak som
innehaller negationstecknet och disjunktionstecknet ar det t.ex. redundant. Men i ett sprak som
innehaller enbart F och konjunktionstecknet dr det t.ex. inte redundant. Det &r inte redundant
eftersom spraket L{A} inte dr sanningsfunktionellt komplett. Stryker man F fran L{F, A} kan
man inte uttrycka alla mojliga sanningsfunktioner.
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odndlig méngd nya sanningar. Om A, si ar det sant att A. Om det &r sant att
A, sa dr det sant att det dr sant att A. Om det dr sant att det &r sant att A, si...
For vissa sanningsteorier dr en sddan odndligt serie med sanningar mojligtvis
problematisk, t.ex. om vi antar att varje sanning korresponderar med ett unikt
faktum. I sa fall maste vi anta att det existerar en odndlig méngd fakta for
varje sanning. Det kan diskuteras om detta verkligen ar ett problem. Men
oavsett hur det forhéller sig med den saken, tycks det inte vara ett problem
for den funktionella sanningsteorin. Visserligen géller det att A <>SA <> SSA
<>SSSA... osv. Men detta tycks vara fullstindigt oproblematiskt.

3.2.3. Varken eller, Inte bade och, och Exklusivt eller

Det tycks inte finnas nagra enskilda ord i svenskan som svarar mot
konnektiven v, A, <>, pd samma sitt som t.ex. “eller” svarar mot v och “och”
mot A. Visserligen finns det vissa som menar att eller” kan tolkas pa tva
olika sitt: ”inklusivt” eller “exklusivt”. Enligt den inklusiva” ldsningen &r
”A eller B” sann om bdde A och B &r sanna; enligt den exklusiva
interpretationen ar A eller B” falsk nir bade A och B ér sanna. Om det hér &r
riktigt, kan <> anvéndas for att uttrycka den exklusiva tolkningen. Inte alla
haller dock med om att eller” 4r mangtydigt pa detta sitt. A v B” kan lésas
”varken A eller B”; och ”AAB” ”inte bade A och B”. Vad ir forklaringen till
att det tycks finnas svenska ord som uttrycker vissa bindra
sanningsfunktioner, men att inte alla sanningsfunktioner tycks kunna
uttryckas med enskilda ord? En mdjlig forklaring ar att t.ex. “varken eller”,
”inte bade och” och “exklusivt eller” &r “negationerna” av “eller”, ”och”
respektive “om och endast om” och att de darfor dr mer komplicerade. Men
det ar tveksamt om denna forklaring &r tillricklig. Det omvéanda géller ju
ocksé: “eller”, “och” och “om och endast om” &r “negationerna” av “varken
eller”, ”inte bade och”, respektive ”inte om och endast om”. Troligtvis &r det
dock mer naturligt f6r ménniskor att handskas med vissa sanningsfunktioner.
Man skulle kunna tdnka sig att infora ett antal nya svenska ord som uttrycker
de sanningsfunktioner som denoteras av v, A, och <>, tex. “neller” for
varken eller, noch” for inte bade och, och ”xeller” for exklusivt eller. Men
det lar nog drdja innan Svenska Akademien tar in dessa nyord i sin ordlista.

3.3. Formella egenskaper hos de biniira sanningsfunktionerna

I det hér avsnittet kommer jag att undersoka vilka formella egenskaper de
olika bindra konnektiven eller sanningsfunktionerna har. Jag kommer att
koncentrera mig pa reflexivitet, irreflexivitet, symmetri (kommutativitet),
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asymmetri, transitivitet, intransitivitet, associativitet och idempotens. Jag
skall borja med att definiera hur dessa begrepp anvénds i den hér uppsatsen.
Lat © vara ett binért konnektiv. D4 géller foljande:

© dr reflexivt omm A©A ér logiskt sann.

© ér irreflexivt omm —(A© A) &r logiskt sann.

© &r symmetriskt omm (A©B)—(BOA) ér logiskt sann.

© dr kommutativt omm (A ©B) <« (BOA) ir logiskt sann.

© dr asymmetriskt omm (A©B)—>—=(B©A) ir logiskt sann.

© ér transitivt omm ((A©OB)A(BOC))—(A©OC) ér logiskt sann.

© ér intransitivt omm ((A©B)A(BOC))—>—(A©C) ar logiskt sann.
© ér associativt omm (A©(BOC)) <> ((A©B)©OC) ir logiskt sann.
© dr idempotent omm (A©A) <> A ir logiskt sann.

Om ett konnektiv © &r reflexivt, transitivt etc. i denna mening, s& skall vi
ocksad sdga att den sanningsfunktion fo som detta konnektiv uttrycker &r
reflexivt, transitivt osv. (Ovning: bevisa alla resultat i Avsnitt 3.3 och 3.4.)

Reflexivitet. Foljande konnektiv dr reflexiva: —, <, <>, och T. Inga
andra konnektiv ér reflexiva, dvs. inget av foljande konnektiv ar reflexivt: —,
NV, V, O AN T > <> <

Irreflexivitet. Foljande konnektiv &r irreflexiva: —, <, <>, T. Inga andra
konnektiv ar irreflexiva, dvs. inget av foljande konnektiv &r irreflexivt: —,
NV, V, O AN T, > <> <

Symmetri. Foljande konnektiv dr symmetriska (kommutativa): A, v, <,
<, T, T, A, v. Inga andra konnektiv dr symmetriska (kommutativa), dvs.
inget av foljande konnektiv dr symmetriskt: —, =, ¢, «, >, < > <.

Asymmetri. Foljande konnektiv dr asymmetriska: —, <, T. Inga andra
konnektiv dr asymmetriska, dvs. inget av foljande konnektiv dr asymmetriskt:
D, V,V, O, A A T,>, <> <,

Transitivitet. Foljande konnektiv ar transitiva: —, =, ¢, <=, v, &, A, T,
T,>, <, >, <. Inga andra konnektiv &r transitiva, dvs. inget av foljande
konnektiv dr transitivt: v, <>, A.

Intransitivitet. Foljande konnektiv &r intransitiva: —, <, <, T.

Inga andra konnektiv &r intransitiva, dvs. inget av foljande konnektiv ar
intransitivt: =, <—, VvV, vV, <, AL A, T, >, <, > <,

Associativitet. Foljande konnektiv ar associativa: A, v, <>, <&, <,> T, T.
Inga andra konnektiv dr associativa, dvs. inget av foljande konnektiv &r
associativt: —, =, ¢—, <=, V, A, >, <.
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Idempotens. Foljande konnektiv dr idempotenta: A, v, <, >. Inga andra
konnektiv dr idempotenta, dvs. inget av foljande konnektiv dr idempotent: —,
%7 e? e? \/’ H, H’ /\, T’ I, Z? S'

3.4. Relationer mellan olika biniira konnektiv

Vi har nu undersokt nigra formella egenskaper hos vara konnektiv. I det hir
och nista tva avsnitt skall vi se ndrmare pa nigra relationer mellan de olika
konnektiven eller sanningsfunktionerna. Det hir avsnittet innehaller en lista
pa de konnektiv som “distribuerar” 6ver konjunktion och disjunktion.

Distribution. Ett binért konnektiv, ©, dr distributivt (distribuerar) &ver
det binira konnektivet, ®, omm (A © (B® C)) <> (A©B)® (A© Q)) ar
logiskt sann.

Distributiva 6ver konjunktion. (A © (B A C)) & ((A© B) A (A © Q)).
Foljande konnektiv dr distributiva (distribuerar) 6ver konjunktion: —, <, v,
A, <, <, >, T, T. Foljande konnektiv ar inte distributiva (distribuerar inte) 6ver
konjunktion: =, <—, v, <>, <>, A, >

Distributiva éver disjunktion. (A © (B v C)) & (A © B) v (A © Q).
Foljande konnektiv ar distributiva (distribuerar) 6ver disjunktion: A, v, <, —,
«—, <, > T, T. Foljande konnektiv dr inte distributiva (distribuerar inte) dver
disjunktion: A, v, >, <>, <, =, ©.

3.4.1. Implikationer mellan binédra konnektiv

Figur 1 nedan bestir av tvd oktagoner. Sammanlagt innehaller figuren 16
noder. Varje nod representerar ett bindrt konnektiv (och en 2-stillig
sanningsfunktion). Figuren visar den relativa styrkan hos de binéra
sanningsfunktionerna. © &r minst lika starkt som (implicerar eller medfor) ®
omm (A © B) - (A® B) dr logiskt sann. Alla konnektiv dr minst lika starka
som sig sjélva. © é&r starkare &n ® omm © implicerar ®, men ® inte
implicerar ©. Inget konnektiv ar starkare 4n sig sjdlvt. © och ® é&r lika starka
omm © implicerar ® och ® implicerar ©. En operator hogre upp i Figur 1 &r
starkare &n en operator lingre ned om den senare kan nas fran den tidigare
via en linje. T &r starkast, T implicerar alla andra konnektiv; T ar svagast, T
impliceras av alla konnektiv. Det &r trivialt sant att T implicerar alla
konnektiv, eftersom en implikation med falsk forsats dr sann oberoende av
vilket sanningsvirde eftersatsen har. Det r trivialt sant att T impliceras av
alla konnektiv, eftersom en implikation med sann eftersats &r sann oberoende
av vilket sanningsvérde forsatsen har. Tva konnektiv &r ojamforbara omm det
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varken &r fallet att det tidigare implicerar det senare eller att det senare
implicerar det tidigare.

Exempel. Fran Figur 1 kan vi t.ex. avldsa att A implicerar: A, <, >, v, <,
—, <, T, och inga andra konnektiv. <> implicerar: <>, —, <, T och inga
andra konnektiv. v implicerar: v och T, och inga andra konnektiv. A och v &r
ojdmforbara; och v och A dr ojimforbara. B

Figur 1

3.4.2. Kontradiktoriska, kontrira och subkontrira konnektiv

Logisk implikation &r inte den enda typen av relation mellan olika konnektiv.
Konnektiv (och de sanningsfunktioner de representerar) kan ocksa vara t.ex.
kontradiktoriska, kontrira eller subkontrdra. Lat © och ® vara tva bindra
konnektiv. Da definierar vi dessa begrepp pé foljande sétt:

© och ® ir kontradiktoriska omm (A©B) <> —(A®B) &r logiskt sann.
© och ® ar kontrdra omm —((A©B)A(A®B)) dr logiskt sann.
© och ® ar subkontrdra omm (A © B)v(A®B) ir logiskt sann.

Satser som befinner sig mitt emot varandra i den yttre eller inre oktagonen &r
kontradiktoriska (Figur 1, 2, och 3). © och © #&r kontradiktoriska. En
understruken operator ar kontradiktorisk med motsvarande operator som inte
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ar understruken. Den understrukna operatorn &r s.a.s “negationen” av den
icke understrukna operatorn (och tvédrtom). (A © B) <> —(A © B) ér logiskt
sann, dvs. (A©B) och —(A ©B) ar logiskt ekvivalenta (och tvirtom).

Figur 2

Figur 2 och 3 innehéller information om hur de olika konnektiven ar
relaterade till varandra, om de ar kontradiktoriska, kontrdra eller subkontréira.
Om tvé satser dr forbunda med varandra med en streckad linje som bestér av
langa streck, sé ar de kontrdra. Om tva satser ar forbundna med varandra med
en streckad linje som bestir av halvlénga streck, s& dr de kontradiktoriska.
Om tva satser dr forbundna med varandra med en prickad linje, sa ar de
subkontréra.

Exempel. Figur 2: A och A &r kontradiktoriska; A och v &r kontréra; v och
A &r subkontrdra. Figur 3: — och — é&r kontradiktoriska; — och « ar
kontrira; — och < dr subkontrira.

Det finns ocksa vissa forhallanden mellan konnektiven i den yttre och i
den inre oktagonen i Figur 1, eller mellan konnektiven i Figur 2 och de i
Figur 3. Foljande konnektiv &r kontréra eller subkontréra.

Kontrira konnektiv: A och <—; A och >; A och —=; A och <&; v och —; v
och >; v och «<—; v och &; <och «; <och —.
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Subkontrira konnektiv: <> och v; <> och A; > och A; > och v; < och
Vv; <—och A; > ochv; = och A; <och —;<och«. R

«

Figur 3

3.5. Fullstiindiga uppsittningar konnektiv

En uppsittning konnektiv (ett enskilt konnektiv) ar satslogiskt fullstdndigt
(eller komplett) omm det kan uttrycka alla sanningsfunktioner (av stéllighet 1
eller hogre). Har foljer nagra exempel pé fullstdndiga och icke fullstdndiga
uppséttningar konnektiv.

Exempel. Exempel péa fullstindiga uppséttningar konnektiv: {a}, {v},
{—, v}, {—, A}, {—, =}, {I, -}. Exempel pad méngder av konnektiv som
inte dr fullstdndiga: {A, =}, {v, —}. v (varken eller), och A (inte bade och)
ar de enda (binéra) konnektiv som sjélva ar fullstdndiga. B

Vi har i Avsnitt 2.3 ovan sett hur alla monadiska och binédra konnektiv
kan definieras i termer av A, v, — och v, eller = och A. Detta resultat ar
emellertid inte tillrdckligt for att bevisa att alla sanningsfunktioner kan
definieras i termer av dessa konnektiv, eftersom det ocksa finns 3-stilliga, 4-
stilliga... osv. sanningsfunktioner. For ett bevis av olika
”fullstindighetsresultat”, se t.ex. Pelletier och Norman (1990), Enderton
(2001), ss. 45-52, Hunter (1971), ss. 62—71. Emil Post tycks ha varit forst
med att bevisa “fullstindighetsresultat” av detta slag, se Post (1921). Se
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ocksa Bimbo (2010), Nicod (1917-20), Prior (1955), Kap. II, Schonfinkel
(1924/1967), Sheffer (1913), Wernick (1942), Zylinski (1925). Peirce bor
ocksa ndmnas i sammanhanget, se t.ex. Bimbo (2010).

3.6. Satslogik simulerad i predikatlogik

I det hdr avsnittet skall vi se hur man kan ”simulera” satslogiken i
predikatlogik. For att gora det krdvs ndgon form av predikatlogik med
funktionsuttryck. I ett sddant system kan vi infora sédrskilda namn som
refererar till Det Sanna respektive Det Falska, och definiera ett antal
funktionsuttryck som svarar mot olika sanningsfunktioner. Med hjélp av
vissa grundldggande antaganden och definitioner kan vi sedan t.ex. bevisa
predikatlogiska satser som motsvarar alla satslogiska sanningar. Vi antar
nedan att x och y varierar dver satser. Bevisen ldmnas till 1dsaren.

3.6.1. Vokabulir

v(x): x’s sanningsvirde. v dr en funktion som tar oss fran x till x’s
sanningsvérde.

n(x): negationen av X, k(x,y) konjunktionen av x och y, d(x,y) disjunktionen
av x och y, i(x,y) implikationen av x och y, e(x,y) ekvivalensen av x och y.
"n”, 7k”, 7d”, 717, 7e” ar funktionsuttryck som representerar ett antal
sanningsfunktioner, som tar oss fran sanningsvérden till sanningsvérden.

”t” dr ett namn pa Det Sanna, och ”’f” &r ett namn pé Det Falska.

Vx: x dr ett sanningsvarde. V ér ett 1-stélligt predikat.

3.6.2. Grundliggande antaganden

Al. Vx((v(x)=t) v (v(x) =1)). Det giller for varje x att x’s sanningsvérde ar
Det Sanna eller att x’s sanningsvérde ar Det Falska.

A2. Vx—=((v(x)=t) A (v(x)=1)). Det giller for varje x att det inte &r fallet att
x’s sanningsvarde dr Det Sanna och att x’s sanningsvirde dr Det Falska.

3.6.3. Definitioner av sanningsfunktionerna

D1. VxVy((v(n(x)) =t) <> (v(x) =f)). Sanningsvirdet hos negationen av x ar
Det Sanna omm x’s sanningsvérde ar Det Falska.

D2. VxVy((v(k(x,y)) = t) <> ((v(x) =1t) A (v(y) = t))). Sanningsvirdet hos
konjunktionen av x och y &r Det Sanna omm x’s sanningsvirde &r Det Sanna
och y’s sanningsvirde 4r Det Sanna.
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D3. VxVy((v(d(x,y)) = t) <> ((v(x) =t) v (v(y) = t))). Sanningsvirdet hos
disjunktionen av x och y dr Det Sanna omm x’s sanningsvérde dr Det Sanna
eller y’s sanningsvérde dr Det Sanna.

D4. VxVy((v(i(x,y)) = t) <> ((v(x) = t) = (v(y) = t))). Sanningsvirdet hos
implikationen av x och y dr Det Sanna omm om x’s sanningsvirde ar Det
Sanna sé dr y’s sanningsvéarde Det Sanna.

D5. VxVy((v(e(x,y)) =t) <> ((v(x) =t) <> (v(y) =1t))). Sanningsvirdet hos
ekvivalensen av x och y &r Det Sanna omm x’s sanningsvirde &r Det Sanna
omm y’s sanningsvirde dr Det Sanna.

Ovriga sanningsfunktioner kan definieras pa liknande siitt.

3.6.4. Definition av sanningsvirde

Det ar mojligt att explicit ange att t och f &r sanningsvérden. Men vi skall
istdllet anvénda foljande definition:

D6. Vz(Vz<> Ay(z=v(y))).

z ar ett sanningsvirde omm det finns ett y sddant att z &r y’s sanningsvérde.

3.6.5. Definition av sanningspredikat

Antag att sannings- och falskhetspredikaten definieras i termer av
konstanterna t och f pa foljande sitt:

D7. Vx(Sx > (v(x)=t)). x dr sann omm x’s sanningsvérde dr Det Sanna.

D8. Vx(Fx ¢ (v(x)=f)). x &r falsk omm x’s sanningsvirde dr Det Falska.

3.6.6. Teorem
Givet dessa antaganden och definitioner kan vi bevisa bl.a. foljande satser:

T1. Vx(SxVFXx). Varje sats ér antingen sann eller falsk.

T2. Vx—(SxAFx). Ingen sats ér bade sann och falsk.

T3. VxVy(Sn(x) <> Fx). Negationen av x dr sann omm x 4r falsk.

T4. VxVy(Sk(x,y) <> (Sx A Sy)). Konjunktionen av x och y dr sann omm x &r
sann och y ar sann.

T5. VxVy(Sd(x,y) < (Sx v Sy)). Disjunktionen av x och y dr sann omm x &r
sann eller y ar sann.

T6. VxVy(Si(x,y) <> (Sx — Sy)). Implikationen av x och y dr sann omm om x
r sann sa ar y sann.

T7. VxVy(Se(x,y) <> (Sx <> Sy)). Ekvivalensen av x och y dr sann omm x &r
sann omm y &r sann.

T8. Vt: Det Sanna ir ett sanningsvérde.
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T9. Vf: Det Falska &r ett sanningsvérde.

T10. —t=f. Det Sanna &r inte identiskt med Det Falska.

T11. Vx((v(x) =1) <> —(v(x) =t)) x’s sanningsvirde dr Det Falska omm det
inte ar fallet att x’s sanningsvérde ar Det Sanna.

T12. Iwdz(—(w=z)A(VW A VZ)). Det finns minst tva sanningsvirden.

T13. VuVwVz((VuA Vw A VZ) > (u=wvu=zvw=z)). Det finns hogst tva
sanningsvérden.

T14. Fuaw(Vua Vw A —u=w A Vz(Vz — (z=uv z=w))). Det finns exakt tva
sanningsvérden. Detta foljer ur T12 och T13.

T15. VxVy((v(x)=v(y)) <> (v(e(x,y))=t)). X’s sanningsvirde ar identiskt med
y’s sanningsvirde omm sanningsvérdet hos ekvivalensen av x och y &r Det
Sanna.

T16. VxVy((v(x) = v(y)) <> Se(x,y)). x’s sanningsvirde &dr identiskt med y’s
sanningsvirde omm ekvivalensen av x och y ar sann.

3.6.7. Alternativa antaganden

Lat D7’ och D8’ vara:

D7’. Vx((v(x)=t) > Sx). Xx’s sanningsvérde dr Det Sanna omm x &r sann.
D8’. Vx((v(x)=f)«>Fx). x’s sanningsvirde dr Det Falska omm x &r falsk.

Da giller det att om vi utgar ifran T1-T7, D6 och D7’ och D8’, s& kan vi
bevisa A1-A2, D1-D5, och T8-T16.

Den utvidgning av predikatlogiken som beskrivs ovan kan bl.a. anvindas
for att uttrycka satslogiska sanningar i predikatlogiken. DeMorgans lagar (p A
q) <> —(—pv—q) och (pvq)<>—(—pA—q) kan t.ex. uttryckas pa foljande sitt:

DM1 VxVy(Sk(x,y) <> Sn(d(n(x),n(y))).

DM2 VxVy(Sd(x,y) <> Sn(k(n(x),n(y))).

DM1 sdger: "Det géller for alla x och y att konjunktionen av x och y &r
sann omm negationen av disjunktionen av negationen av x och negationen av
y dr sann”.

DM2 ldses ”Det géller for alla x och y att disjunktionen av x och y ir sann
omm negationen av konjunktionen av negationen av x och negationen av y ar
sann”.

Vi kan bevisa att DM1 och DM2 f6ljer predikatlogiskt ur vara antaganden
ovan. Ovriga satslogiska sanningar kan bevisas pa liknande sitt.”

* Se Anderson och Zalta (2004) for mer information om négra liknande idéer och definitioner.
Anderson och Zalta utgér emellertid ifrén Zaltas s.k. Objekt Teori och deras tankar skiljer sig pa
flera vésentliga punkter fran de idéer som presenteras i det har avsnittet.
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4. Bevisteori

4.1. Nagra anvindbara regler

Jag skall i det hir avsnittet ndmna négra anvéndbara satslogiska regler. Dessa
regler kan t.ex. bevisas i alla de axiomatiseringar av satslogiken som beskrivs
i Appendixet. Substitutionsregeln anvénds ofta som en grundlédggande regel
och Ovriga regler som hirledda. }—gs A innebér att A &r ett teorem i S, dir S
ar nagon sund och fullsténdig variant av satslogiken.

Substitutionsregeln. Om }—s A, s& |—s [B/b](A). Om A ér ett teorem i
S, sa dr varje omedelbar substitutionsinstans av A ett teorem i S.

Exempel. Antag att vi har bevisat att p— p &r ett teorem i S. D4 foljer det
t.ex. omedelbart ur substitutionsregeln att ocksa (pAq) — (pAq) och (rvq)—
(rvq) ér teorem i S. For dessa satser 4r omedelbara substitutionsinstanser av
p—p.- 1

Den simultana substitutionsregeln. Om |—s A, sd |—s [By/by, ...,
B./b,](A). Om A ér ett teorem i S, sé dr varje simultan substitutionsinstans av
A ett teoremi S.

Exempel. Antag att vi har bevisat att (p A (p — q)) = q &r ett teorem i S.
Da foljer det omedelbart ur den simultana substitutionsregeln att t.ex. ocksé
(tAS)A((rAs)—> (r—58))) > (r—>s) dr ett teorem 1 S. Faktum &r att det foljer
att varje instans av schemat (A A (A — B)) — B ir ett teorem i S. For varje
instans av detta schema foljer ur (p A (p— q)) — q med hjilp av den simultana
substitutionsregeln. M

Om det &r klart vilket system vi talar om, kan vi utelimna ”S”.

Ersittningsregeln. (i) Om |— A< B, sd |— C« [B/A](C) (om A< B
ar ett teorem, sd dr C <> [B//A](C) ett teorem), dar [B//A](C) ar likadan som C
forutom att noll eller flera forekomster av A har ersatts med B (se Avsnitt 2.4
for mer information).

(il)) Om — A< Boch|— C,sd }— [B//A](C) (om A <> B ér ett teorem
och C ér ett teorem, s& ar [B//A](C) ett teorem), dér C och [B//A](C) tolkas
pa samma sétt som i del (i).

(iii)) Om |— A< B och }— [B//A](C), s& }— C (om A <> B ér ett teorem
och [B//A](C) é&r ett teorem, sa &ar C ett teorem), dér C och [B//A](C) forstas
pa samma sétt som i del (i).

Exempel. Om vi har bevisat att (pAq)—q och p<>——p dr teorem, sa kan
vi omedelbart med hjélp av ersittningsregeln sluta oss till att (—pAq)—>q ar
ett teorem. Om vi har bevisat att (p—(qAq)) >—(pA—(qAaq)) och g (qAQ)
ar teorem, s kan vi omedelbart med hjélp av ersittningsregeln sluta oss till
att (p—q)—>—(pA—q) ar ett teorem. W
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Den simultana ersittningsregeln. (i) Om |— A, <> B och ... och |— A,
<~ B,sa}— Co [Bi/A, ..., B/A]J(C) (om A, <> By dr ett teorem och ...
och A, < B, ir ett teorem, sé dr C <> [B1//A4, ..., B.//A;](C) ett teorem), dar
[Bi//A4, ..., By//A,](C) ar resultatet av att ersitta noll eller flera forekomster
av A; 1 C med B, och ... och ersitta noll eller flera forekomster av A, 1 C
med B,.

(i1)) Om }— A; < B och ... och — A, <> B, och I— C, sa |— [Bi//A,,
..., BW//A,]J(C) (om A, <> By ér ett teorem och ... och A, <> B, ir ett teorem
och C ar ett teorem, sd ar [B//A,, ..., B)//A,]J(C) ett teorem), dir C och
[Bi//Ay, ..., By//A, 1(C) tolkas pa samma sétt som i del (i).

(ii1)) Om — A; < Bjoch ... och — A, < B, och — C< [B/A, ...,
B.//A, ](C), sa}— C (om A; <> By ar ett teorem och ... och A, < B, ar
teorem och [B,//Ay, ..., By//A,](C) ar ett teorem, s& ar C ett teorem), diar C
och [By//Ay, ..., By//A,](C) forstas pa samma sétt som i del (i).

Exempel. Om vi har bevisat att (=p—(qvq)) = (—pVv(qVvq)), —p <>
p, och (qQ v q) <> q ar teorem, sd& kan vi med hjilp av den simultana
ersittningsregeln t.ex. omedelbart sluta oss till att (—p —q) > (pv q) ar ett
teorem. Om vi har bevisat att (p—>q)A—q)—=—p, (pAT)<>p, och (qvI)<>q
ar teorem, sa kan vi t.ex. omedelbart med hjélp av ersittningsregeln sluta oss
till att (p—>qPA—=(qvI))—>—(pAT) r ett teorem. W

4.2. Semantiska tablier och semantiska tablisystem

I det hér avsnittet skall jag g& igenom négra s.k. tablaregler, som kan
anvéndas for att skapa en méngd semantiska tablasystem. Semantiska tablaer
kan bl.a. anvéndas for att bevisa att en sats &r satslogiskt sann, satslogiskt
falsk eller satslogiskt kontingent, de kan anvindas for att avgéra om en
méngd satser dr konsistent eller inte, och de kan anvéndas for att avgora om
ett argument &r satslogiskt giltigt eller ej (se Avsnitt 4.5 nedan).

Evert Beth tycks ha varit forst med att beskriva denna metod, se t.ex. Beth
(1955) och Beth (1959), ss. 186-201, 267-293, och 444-463. Enligt
Smullyan (1968), s. 15, kommer den ursprungliga idén frén Gerhard Gentzen
(Gentzen (1935), (1935b)). Detta tycks dven vara Melvin Fittings &sikt
(1999), s. 7. Andra tidiga bidrag utgdrs av Hintikka (1955), Lis (1960),
Smullyan (1963), (1965), (1966), (1968) och Jeffrey (1967). Den typ av
semantiska tablader som anvénds i den hér uppsatsen pdminner kanske mest
om den typ som beskrivs i Jeffrey (1967). For mer om denna metod, se t.ex.
D’Agostino (1999), D’Agostino et al. (1999), Jeffrey (1967), Priest (2008),
Ronnedal (2012), och Smullyan (1968). Grundliggande uttryck som
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”semantisk tabld”, “Oppen och sluten gren”, “6ppen och sluten tabla”,
“tablasystem” osv. definieras pa vanligt vis (se vidare Avsnitt 4.4). Den hér
uppsatsen innehdller emellertid en méingd nya tablaregler. I system som
innehéller konstanterna T och T, méste vi ldgga till antagandet att en gren &r
sluten om den innehaller —T eller T.

4.3. Semantiska tabliregler

4.3.1. Grundliggande regler

Vilka grundliggande regler ett semantiskt tablasystem bor innehélla beror pa
vilket sprék vi utgér ifrdn. En mycket vanlig uppséttning regler &r: (—), (A),
(=), (V), (=Vv), (=), (=), (¢>), och (—¢>). Jag skall emellertid introducera
regler for alla monadiska och bindra operatorer som vi har ndmnt i den har
uppsatsen.

I princip skulle man kunna klara sig med reglerna (—), (a), och (=),
eller (—), (V), (—v), om vi utgdr ifran ett sprak som endast innehéller — och
A eller v. Andra konnektiv kan i sddana sprak definieras i termer av de
grundlidggande symbolerna (se Avsnitt 2.3). For att bevisa en sats méste man
da forst oversétta den till primitiv notation och sedan bevisa den &versatta
satsen. Detta leder till system som &r ekonomiska vad géller antalet primitiva
symboler, men dr ndgot mer komplicerade att anvénda i praktiken &n ménga
andra system som innehaller fler odefinierade konnektiv och regler.

4.3.2. Satslogiska regler
4.3.2.1. Regler for monadiska konnektiv och CUT

S (F) (M ()] (=)
SA, i FA, i TA,i TA,i —A, 1
J J J J J
Al —A, 1 T,i1 T,i A i
(=S (=F) (=D (=D (CUT)
—SA,i —FA, i —TA, i —TA, i
J J J J ¢\
—A,i A, T,i1 T,1 A1 AL
Tabell 4
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Notera att reglerna har ett index ”, i”. Detta ar redundant i alla satslogiska
system. Anledningen &r att dessa regler ocksd kan anvindas i t.ex. olika
modala och temporala system. I sddana system &dr det vésentligt med ett
index.

(CUT) (eller BRYT) regeln &r en speciell regel som i manga tablasystem &r
redundant, t.ex. i det system som innehéller tablareglerna (—), (A), (—A),
V), (=v), (=), (=), (¢>), och (—¢>). Allt som kan bevisas med hjilp av
denna regel kan vanligtvis bevisas utan den. (CUT) regeln dr emellertid
mycket anvdndbar om man &r intresserad av att forenkla olika bevis. For med
hjélp av (CUT) regeln kan man hérleda foljande regel:

Globala Hypotes Regeln. Om det finns ett tabldbevis for A (i systemet S), sa
fér vi lagga till A till vilken 6ppen gren som helst i en (S-)tabla.

4.3.2.2. Regler for binira konnektiv

=) (=) (<) (<)
A—B,i A—B, i A<B,i A<B,i
¢\ J N J
—A, 1 B,i Al Al —B, 1 —A, 1
—B,1 B,i
—~(A—>B), i —~(A>B), i —~(A<B), i —~(A<B), i
J N J N
A, i —A,i B,i —A,i A,i  —B,i
—B, i B,i
Tabell 5
(&) (&) >) >)
A<B,i A<B,i A>B,i A>B,i
J d d d
A, i —A,i B,i —B,i
(=9 ) (=) (=)
—(A<B), i —~(A<B), i —~(A>B), i —~(A>B), i
J d d d
—A, 1 Al —B, 1 B,i1
Tabell 6
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tollens;

() () (M ()]
(Ao>B), i Ao B, i (ATB),i (ATB), i
¢\ N J J
Ai —Ai A —Ai T,i T.i
B,i —B,i —B,i B,i
(=) (=) (=D (=D
¢\ N J J
A, 1 —|A, 1 A, i —|A, i I, i T, i
-B,i B,i B,i -B,i
Tabell 7
(n) (n) ™) ™)
(AAB), i AAB,i (AVB), i AVB,i
l ¢\ ¢\ J
A, i —A,i —B,i A,i B,i —A, i
B, i —B,i
(=) (=) (=v) (=v)
—~(AAB), i —~(AAB), i —~(AVB), i —~(AvB), i
Z N N N v\
—-A,1 —B,i Al —A,1 A,1 B,i
B, i1 —B, 1
Tabell 8

DS: Disjunktiv

4.3.2.3. Nagra hirledda regler
Det édr ofta mojligt att bevisa ett antal hidrledda regler i olika tablasystem.
Hérledda regler kan anvéndas for att forkorta olika tablabevis. Nedan foljer
en lista pd ndgra sadana regler som &r hirledbara i méanga olika fullstdndiga
tablasystem. Alla regler i Tabell 9 och 10 4r t.ex. hirledbara i alla
tablasystem som innehéller tablareglerna (——), (A), (—A), (V), (=V), (),
(=—), (&), och (—¢>). Med hjilp av Globala Hypotes Regeln kan man
hérleda en méingd andra intressanta tablaregler. Reglerna i Tabell 9 svarar
mot nagra mycket vilkidnda slutledningsregler som har varit kinda mycket
lange.
Forklaring av forkortningar i Tabell 9. MP: Modus ponens; MT: Modus
syllogism; CS: Konjunktiv
Ekvivalenselimination; HS: Hypotetisk syllogism.

80

syllogism; EE:



Satslogiken, Sanningsfunktioner och Semantiska Tablaer

(MP) (MT) (DSI)
A—B,i A—>B,i AvVB,i
Al —B, 1 —A, 1
\ \ \
B, i —A, 1 B, i
(DSII) (CSD (CSI)
AvVB,i —(AAB), 1 —(AAB), 1
—B, 1 Al B, i
\ \ \
Al —B, i —A, 1
(EEI) (EEII) (EEII)
AeB, 1 AeB,i AeB,i
Al B,i —A, 1
\ \) \)
B, i Al —B, 1
(EEIV) (HS) (HS”)
A B, i A—B,i Al
—B, i B—C,i A—B,i
J ¢\ B—C,i
—A, 1 —A, 1 C,i \?
C,i
Tabell 9
4.3.2.4. Fler hiirledda regler
(=) (=) (=)
¢\ J ¢\
A,i B,i Al A,i  —B,i
B, i
(=) (==A0) =)
—(—Av—-B), i —(—AA—B), 1 —(—AVB), i
N N
Al A,i B,i Al
B, i —B, i
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(=v-) (=) (v=)
—~(Av—B), i —~(AA—B), i (AVB)—C, i
J YN A, i
—A,i —A,i B,i B,i
B,i J

(01
Tabell 10

4.4. Grundliggande bevisteoretiska begrepp

Lét oss nu definiera ett antal grundldggande bevisteoretiska begrepp. Dessa
begrepp ér relativiserade till sarskilda system. Nér vi t.ex. sdger att en viss
sats dr bevisbar, sa menar vi att den ar bevisbar i ett visst system. Om det av
kontexten framgar vilket system vi talar om, kan vi dock uteldmna denna
information, och helt enkelt siga att en sats dr bevisbar osv.

Tablasystem. Ett (semantiskt) tablasystem &r en méngd (semantiska)
tablaregler. S{X;, ..., X,} betecknar det tabldsystem som innehaller
tablareglerna X, ..., X,. S{——, A, =A, Vv, =V, >, =, ¢, —¢>} dr t.ex. det
tablasystem som innehéller tablareglerna (——), (A), (=A), (V), (=Vv), (=),
(=—), (¢), och (—=¢>). Inte alla tablasystem &r sunda och fullstindiga (se
Avsnitt 6). S{A, =} &r t.ex. inte sunt och fullsténdigt. Men det finns manga
tablasystem som &r sunda och fullstdndiga. S{——, A, —A, Vv, 2V, =, =—>, <,
—¢>} dr ett exempel pé ett system som &r sunt och fullstdndigt.

S-tabld. En S-tabla dr en semantisk tabld som har genererats i enlighet
med tablareglerna i S, dér S &r ett tablasystem.

Bevisbarhet. En sats A &r bevisbar (i systemet S) omm det finns en sluten
(S-)tabla som borjar med —A.

Teorem. En sats A &r ett teorem (i systemet S) omm A dr bevisbar (i S).

Konsistens. En méngd satser {A;, ..., A,} dr konsistent (i systemet S)
omm det finns minst en dppen avslutad gren i en (S-)tabla som bdrjar med
Ay, ..., A,. En méngd satser dr inkonsistent omm den inte &r konsistent.

Hiirledbarhet. En sats B ér harledbar ur en mingd satser {A,...,A;} (i
systemet S) omm det finns en sluten (S-)tabla som borjar med A, ..., A,
—B.

4.5. Anvindningsomraden for semantiska tablasystem

Semantiska tablasystem dr mycket anvindbara. 1 det hdr avsnittet gar jag
igenom hur de bl.a. kan anvindas for att avgoéra en méangd logiska egenskaper
och relationer. Nér jag talar om “semantiska tablder” i det hédr avsnittet, s&
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menar jag tablder i ndgot system som &r sunt och fullstindigt (se Avsnitt 6).
Nedan foljer en lista pd ndgra logiska egenskaper och relationer. Déarefter
foljer en beskrivning av hur man kan avgéra om en viss sats (midngd satser)
har denna egenskap eller inte, eller om olika satser stir i denna relation till
varandra eller inte.

Logisk sanning. Hur avgér man om en sats A dr logiska sann eller inte?
Skapa en semantisk tabla for —A. Om alla grenar i denna &r slutna, sé ar A ett
teorem. Och om A &r ett teorem, s dr A logisk sann. Om det finns
atminstone en Oppen avslutad gren pa den semantiska tablan for —A, sa dr A
inte logiskt sann, —A dr da satisfierbar.

Logisk falskhet. Hur avgdr man om en sats A dr logiskt falsk eller inte?
Skapa en semantisk tabld som borjar med A. Om alla grenar &r slutna, s kan
inte A vara sann. Det finns ingen vérdering som gor A sann. Alltsd maste A
vara falsk. Alltsd dr A logiskt falsk. Om det finns atminstone en Oppen
avslutad gren pa den semantiska tablén for A, s dr A inte logiskt falsk; da ar
A satisfierbar.

Logisk kontingens. Hur avgér man om en sats A dr logiskt kontingent
eller inte? For att visa att A &r logiskt kontingent, visa att A varken ar logiskt
sann eller logiskt falsk. A dr logiskt kontingent omm det finns minst en 6ppen
avslutad gren pa tabldn for —A och minst en dppen avslutad gren pé tablan
for A. Om A é&r logiskt sann eller logiskt falsk, sa dr A inte logiskt
kontingent.

Det géller for varje sats att den antingen &r logiskt sann, logiskt falsk,
eller logiskt kontingent. Om en sats &r logiskt sann, sa dr den inte logiskt
falsk eller logiskt kontingent; om en sats &r logiskt falsk, sa &r den inte logiskt
sann eller logiskt kontingent; och om en sats &r logiskt kontingent, s ar den
inte logiskt sann eller logiskt falsk.

Logisk implikation. Hur avgér man om en sats A logiskt implicerar en
sats B eller inte? Skapa en semantisk tabld som bdrjar med A och —B. Om
alla grenar i denna tabla ar slutna, sé &r det inte mojligt att A &r sann och B
falsk. Med andra ord, varje vardering som gér A sann gor ocksd B sann.
Alltsé implicerar A B logiskt. Om det finns minst en dppen avslutad gren pa
en tabla som borjar med A och —B, sd ar det inte fallet att A logiskt
implicerar B, da finns det en virdering som gor A sann och B falsk.

Logisk ekvivalens. Hur avgoér man om tva satser A och B ar logiskt
ekvivalenta eller inte? Visa att A (logiskt) implicerar B och att B (logiskt)
implicerar A. Om A implicerar B och B implicerar A, sa dr A och B logiskt
ekvivalenta. Ett alternativ: skapa en tabld som borjar med —(A <> B). Om alla
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grenar i denna tabld &r slutna s dr A <> B ett teorem och alltsé logiskt sann.
Och om A <> B ér logiskt sann, sa 4r A och B logiskt ekvivalenta. Om det
finns minst en dppen avslutad gren pé tablan for —(A <> B), sd 4 A och B
inte logiskt ekvivalenta.

Satisfierbarhet hos en mingd satser. Hur avgér man om en méngd
satser {A|, ..., A,} ar satisfierbar eller inte? Skapa en semantisk tabla som
borjar med Ay, ..., A,. Om det finns atminstone en Oppen avslutad gren i
denna tabld, sd ar {A,, ..., A,} konsistent. Det foljer att {A,, ..., A,} &r
satisfierbar. Om en méngd satser inte ar konsistent s& dr den inte satisfierbar.
For att visa att en mingd satser {A,, ..., A,} inte &r satisfierbar kan vi d& ga
tillvdga pa foljande sétt. Skapa en tabld som bdrjar med Ay, ..., A,. Om alla
grenar i denna tabld ar slutna, s& ar {A,, ..., A,} inkonsistent. Det foljer att
denna mingd inte dr satisfierbar; dvs. det finns ingen vérdering som gor alla
satser i denna méngd sanna.

Giltighet hos ett argument. Hur avgér man om ett argument med
premisserna Ay, ..., A, och slutsatsen B &r logiskt giltigt eller inte? Skapa en
tabld som borjar med Ay, ..., A,, —B. Om alla grenar i denna tabla ar slutna,
sa dr slutsatsen hirledbar ur premisserna. Givet att systemet &r sunt, sé foljer
slutsatsen ur premisserna. Med andra ord, da ar argumentet giltigt. Det finns
ingen virdering som gor alla premisser sanna och slutsatsen falsk.
Ogiltigheten hos ett argument med premisserna Ay, ..., A, och slutsatsen B
visas pa liknande sitt. Ett argument ar ogiltigt omm det inte &r giltigt. Skapa
en tabld som borjar med Ay, ..., A,, =B. Om det finns &tminstone en Sppen
avlutade gren i denna tabl4, sé &r det inte fallet att B ar harledbar ur {A4, ...,
A,}. Alltsa ar det inte fallet att B foljer ur {Ay, ..., A,}. For vi utgér ifrén ett
system som dr sunt och fullstindigt. D& finns det &tminstone en vérdering
som gor alla premisser sanna och slutsatsen falsk. Alltsa, det &r inte fallet att
argumentet ar giltigt.

Semantiska tablder kan anvéndas for att hitta motexempel, virderingar
eller modeller som visar att en sats inte dr logiskt sann eller att ett argument
inte dr logiskt giltigt. Denna metod beskrivs i de flesta introduktioner till
semantiska tablder. De kan ocksa ha andra anvéndningsomraden. For varje
sats A kan de t.ex. anvéndas for att hitta en sats A’ i s.k. disjunktiv normal-
form som &r logiskt ekvivalent med A.

4.6. Exempel pa bevis

Det ar vilkédnt hur semantiska tablaer kan anvéndas for att bevisa olika satser.
Jag skall &nda ta upp ett par exempel. Vi skall borja med att bevisa pv (pvp)
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i systemet S{—, v, v}, baserat pa spraket L{—, v}, dir 6vriga monadiska
och bindra konnektiv &r definierade som i Avsnitt 2.3. For att gora det maste
vi forst oversitta p v (p v p) till primitiv notation. Satsen p v (p Vv p) ar
ekvivalent med (pv (pvp)) Vv (pVv(pVvp)) i primitiv notation. For att bevisa
denna sats skapar vi en sluten tabla for dess negation.

(D =((pv(Pvp)V(pVv(pVvD)))
N

@ pvpvp) [1,—Vv] 3 pvpvp) [1,—v]
@ —p[2,V] (5)=p[3,Vv]
(6) =(pvp) [2, V] (7)=(pvp) [3, V]
v N v N

@pl6,—v]  @plo,~v] (A0 p[7,=v] (AD)p[7,—=v]
(12)*[4,8]  (13)*[4,9]  (14)*[5,10]  (15)*[5, 11]

Tabellen ovan é&r ett bevis for (pv(pvp))v(pv(pvp)). pv(pvp)v(pv(pVv
p)) ér alltsé ett teorem i S{——, v, —v}. Allt som kan bevisas i detta system &r
(sats)logiskt sant; S{—, v, —Vv} ir ett sunt system. Det foljer att var
ursprungliga sats pv(pvp) [= (pVv(pvp))V(pVv(pVvp))] ér (sats)logiskt sann.

Hir f6ljer ett annat exempel pa ett bevis av satsen (p A q) <> —=(—=p Vv —q).
Vi anvénder i det hér fallet ett system som innehaller alla tablaregler som vi
har tagit upp i den hér uppsatsen.

(1) =((pAq) >=(=pv—q))
v N

(2 (pag) [1,=¢>] (3)=(pag) [1, =]
(8) =p [6, V] 9 q[3,=4]
(10) —q [6, V] "4 N
(13)=p[2,A] (14)—=q[2, A] (15) * [7, 11] (16) * 9, 12]
(17) * [8, 13] (18) * 10, 14]

Ovanstaende tabla ar ett bevis for (p A q) <> —=(—pVv—q) i vart system. Denna
sats dr darfor bade bevisbar och ett teorem i vért system. Eftersom detta
system ar sunt foljer det att (p Aq) <> —(—pv—q) ir (sats)logisk sann. For allt
som kan bevisas i ett sunt system &r (sats)logiskt sant.
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5. Nagra satslogiska sanningar

Det hér avsnittet innehéller en lista pa ndgra satslogiska sanningar. I manga
fall 4r dessa lagar sa etablerade att de har fatt sérskilda namn. Jag anvédnder
satsbokstiver: p, g, r... osv. i alla formler nedan, men tack vare den simultana
substitutionsregeln foljer det att dessa lagar géller for alla A, B, C... osv.
Motségelselagen, —(pA—p), giller t.ex. inte bara for p, utan for alla A, dvs.
—(AA=A) for alla A. Detsamma géller 6vriga sanningar nedan.

Lagarna nedan kan anvéndas for att hérleda ett antal satslogiskt sunda
regler. Om ”A — B” &r ett teorem och ”A” &r ett teorem, sd foljer det att ”’B”
ar ett teorem. Mer allmént géller det att om (A A...AA,)—B” ér ett teorem,
”A,” ér ett teorem och ... och ”A,” ar ett teorem, sd 4r ”B” ett teorem.
(Ovning: bevisa alla satser i det hir avsnittet.)

Grundldggande lagar

pep Identitetslagen

—(pA—p) Motségelselagen

pVv—p Lagen om det uteslutna tredje
p>—p Lagen om dubbel negation
Idempotenslagar

p<>(pvp) Idempotenslagen for disjunktion
p<>(pAp)  Idempotenslagen for konjunktion

Absorptionslagar

(pv(prq))<>p (pAT)p (p—>NDeT

(pA(pva))>p (pAD T (p—>D>—p
(pva(pv—q)<>p (pveT (T—>pp

(PAQV(pA—=q) p (pvID)p TI—->peT
(@>p)A(—q—p)p  (Fp—=>p)e>p (p>Tep

(p=PAr(p=—=9)>=p  (p—>=p)<>—p (peD—p

Grundldggande lagar for Verum och Falsum

—TeT T—oA T (pv—p)
—TT A—>T T (pA—p)

Kommutativa, Associativa och Distributiva lagar

(pva<(@qvp) (pvvne(pviqvr))  (pA@@vD))<((PAQV(PAD)
(PAD<(@arp)  (PAPAD S (PA@EAD))  (pv(@AD) < (PVPA(PVD))

86



Satslogiken, Sanningsfunktioner och Semantiska Tablaer

De Morgans lagar®

(pAQ)>=(=pVv—q)
(pvq)>=(=pAr—q)

=(pAqQ) > (=pv—q)
=(pvq < (=pAr—9g)

Adjunktionslagen (AL), Importlagen (IL),
exportlagen (EL), kompositionslagar, dekompositionslagar

p—(q—(pAq) (AL)
(p—(@—=1)—=>((pArg)—1) (IL)
(pA@Q)—>1)—>(p—(q—1)) (EL)
(pA@) =) (p—>(q—1)
(P> ((p—>1)—>(p—(qAD))
(p—=1—=>((@=>0D—=>((pvg)—1)

(P—>9)—=>((r—>8)=>((pAr)—>(qAS8)))
(P—=>q—=>((r—=s)=>((pvr)—(qVvs)))

(P—=>(@AD))=>((p>PA(p—1))
(pva)—=1)—=>((p—>1)A(q—1)
(P> (@A) ((p>PA(p—1))
(pv@) =1 ((p—=0A(g—1)

Modus ponens (MP), modus tollens (MT),
pastaendelagen (PL), reductio ad absurdumlagen (RL)

(PA(p—q)—q (MP) p—>((p—>9)—q) (PL)
(P> 9PAr=q)—>—=p (MT) P—=>9—=>(p—>—=9)—=p) (RL)

Implikationslagar, reflexivitet,
transitivitet/hypotetisk syllogism, permutationslagen, sjalvdistribution

p—p P—>9—>(q—=>1)—=>(p—1)
(P—> 9> (—pvq) (@—=1)—=>((p—>9—>(P—1)
(P—> 9 <>—(pAr—q) (P—>(q—1)(q—>(p—1)
=(p—>q) <> (pA—q) (P—>(@—=>1)=>((p—>q9—(P—1)
—(p—>—=9 < (PAqQ) P=> @@= ((P—>9—>(pP—1)
Kontrapositionslagar

(p—>9) > (—=q—>—p) (=p—>q) <> (—=q—p)
(p—>=9)<(q—>—p) (=p—>=q)<>(q—p)
Ekvivalenslagar

(P Q<> (mpe—q) (P g« (Qep)

(=P g« (p—q) —(p=> < (pvAr—(pAQq)
(pq <> (—peq) (P @@enN)e(pegen)
=(p> g (=peq) (P 9= (@en—>@er)

® Lagarna har fatt namn efter Augustus DeMorgan (1806-1871), men tycks ha varit kinda
atminstone sedan medeltiden (Lukasiewicz (1935)).
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—(p>q e (p>—9q) (P (pe1)—>(qe>1)
(P9 ((p—>9Par(@q—p) P g—=>((pene(qern)
(P9 (pAgV(=paA—)) (P 9= ((eop e Teq)
Kongruenslagar

(P = ((pAr)>(qAD) (P q—>((p—1)<>(q—1)
(P = ((pvr)<>(qvr) (P ((—=p) e (@—q)

Forsvagning av eftersatsen, forstarkning av forsatsen,
bejakande av eftersatsen, fornekande av eftersatsen, explosionslagen

p—>(pvq) (pAq@)—p p—>(Q—p)
q—(@vq) (bAqQ)—q —-p—=>(pP—9
(P=>9—>(P—(@QvD) (P> (PAg—r (pA—p)—q

Disjunktiv syllogism, konjunktiv syllogism,
”Peirces lag”, implikationsparadoxen, dilemmatiska syllogismer

((pvgAr—=p)—q (pvAr((p—1)A(q—r)—r
(pv@)r—q)—p (p—>1)A(g@——r)—>=(pAQq)
(=(pAg)ApP)——q (p—=>PA(p—1)—>((—qVv—r)—>—p)
(=(pAr@)Aq)—>—p (p—>1)A(@—8)—>((pvg—(rvs))
(P—>9)—p)—p (p—>1)A(@—$)) > ((-rv—s) > (mpVv—q))
(P—>9Vv(@—p) (p=10)A(@=8) = (=(rAs) >(pAQ))

Nagra satslogiska sanningar som innehaller v (NOR)

(pvq@)—=p, (pvq)——q, (pvp)—>—p, =p—>(pVp),

(P PA(qva)—(Pvp), (P—>PA(qQvq))——p,
(=pA(qvD) = ((pvA(pvr), (PVPA(rvs)) = ((pvr)A(qvs)),
(p=PA(Qvr) = (pvr), (p=20)A(—8) = (rvs) = (pvq)).

Négra satslogiska sanningar som innehéller A (NAND)

(pAP)—=p, =p—=>(PADP), (PAQAP) =>4, (PAQ)IAQ) —>—P,

(P— 9 (PAr—q), (PP (PA=DA(QA—D)), (P> PA(QAT)) = (pATD),
(p—>1)A(@—98) > ((rAas) > (pAQ)), (PADA(QA—T)) = (PAQ),
(p—>0)A(@—>-1)—=> (A, (P PA(P—>—9)—>(PAD),
(p—=>PA(qaq)— (pAp), (PA(QAQ) —>—=(p— 1),
(p=PAPAG) = (PADP), PA(PAQ)>=(P—9).
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Négra satslogiska sanningar som innehéller <> (XOR)

(peqe—(peq), (peq—(@Vva), (P9 —>—(pAQg),
(P9 — (A, (P9 —(p—>—q), (p<>q)—(q—>—Dp),
(peAp)—>—q, (P PAq)—>—p, (P> q) <> (mp>—q),
(=peq) > (p>—q), (p>—q <> (—p<>q), (P Q<> (=p<>q),
(P (o), peq o (pvPr=(pAg),

(P (PvaalPaq), (pq—(p—>9A(@—D)),

(P (—=(P—->q9v-(q—p), P (P—>9V(Q—D),

P (P=29Vv<—), P9 (PvPA(=pv—q)),
(p—=>0A(@—=1)—=> (P9 —1), (P> PA(P—1) > ((—q>—1) —>—p),
(p—=0)A(@—=9) > (P9 —>(rvs)), (= PA(qe1)) > (PAT),
(p—=0)A(@—9) > (r8)=>(pAQ), (P 1)A(qe>—T)) > (P> q),
(per)A(pe—1)——p, (PVPA(P—=1)A(q——1)—> (P> q),
(pvA(p—=1)A(@—8) > (re8)—>(peq)), (pop) T,

(PA (@) (PAQ© (PAT), (> (p1) > (P q) 1),

(P> PA(p—1) > ((—q>—1) —>—p),

(p—=0A(@=8) > (mre—8) > (pAQ)).

DeMorgan liknande lagar

(pAqQ)¢>—(—pv—q) =(pAqQ) > (=pv—q)
(pvg)>—(=par—q) =(pvq) > (—pAr—q)
(P> q)>=(=p>—q) =(p>q) > (mp>—q)
(P> q)©=(=p>—q) =(p=>q) < (mp—q)

Néagra Gvriga satslogiska sanningar

PV (P—>9D—9, PAQ< (P—=(pP—=9), (P9 < —(p—9),
(P—=9 < (A=), (p=q > —(pq), (P <> (=pAQq), (p—> <> (q¢p),
(P> (@—p), (P<q® <> p, (P<) <> (PA(qV—Q)), (P<q) <> (PA(q—D)),
(P> q, P> ((Pv—PAQ, (P> <> (P> DAQ), (P<q)<>—(p<q),
(p=9)<>=p, (p=9)<>—=(p>q), (p=q)>—q.

6. Nigra metalogiska teorem

I det hér avsnittet skall jag ndmna nagra intressanta metalogiska teorem som
géller for satslogiken. Men jag kommer inte att ga igenom négra bevis. En del
resultat foljer mer eller mindre omedelbart ur vara definitioner av
grundldggande begrepp. En del krdaver nagot ldngre bevis. Exakt hur de olika
teoremen bevisas beror pa vilken bevisteori vi anvénder. Beviset for att en
viss axiomatisering av satslogiken dr sund och fullstindig ser givetvis
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annorlunda ut &n beviset for att ett visst satslogiskt tablasystem dr sunt och
fullsténdigt.” Jag anvinder foljande symboler i det hir avsnittet:

A, B: Satser.

T', A: Méngder av satser.

@7 star for den tomma méngden; ”U” for union.
S: Ett satslogiskt system (i regel sunt och fullsténdigt).
Bel:Biérettelementil.

I' —s A: Adrhédrledbarur "1 S.

—s B: Birettteorem i S (B ar bevisbar i S).
Cong I': T éar konsistent i S.

InCong T': T ér inkonsistent i S.

T" ||— B: B foljer (sats)logiskt ur I'.

[ B: B é&r (sats)logiskt sann (en tautologi).

Sat I': T" dr satisfierbar.

6.1. Sundhet och fullstindighet

Vanligtvis vill vi att véra logiska system skall vara sunda och fullstdndiga.
Sundhet tycks vara ett minimikrav pa ett tillfredsstéllande system. Om ett
system inte &r sunt, kan vi bevisa for mycket i detta system: da kan vi bevisa
satser som inte dr logiskt sanna. Helst vill vi ocksa att véra system skall vara
fullstindiga. Men detta tycks inte vara ett absolut krav. Om ett system inte &r
fullstandigt, sa &r det for svagt: da kan vi inte bevisa alla satser som ar logiskt
sanna 1 detta system. Har foljer definitioner av “sundhet” och
”fullstdndighet”.

Svag sundhet. Ett system S &r svagt sunt omm —g B medfor |— B, dvs.
omm alla satser som kan bevisas i systemet &r (sats)logiskt sanna.

Svag fullstiindighet. Ett system S &r svagt fullstindigt omm |— B
medfor —s B, dvs. omm alla satser som é&r (sats)logiskt sanna kan bevisas i
S.

Stark sundhet. Ett system S &r starkt sunt omm I' |—g B medfor I' |—
B, dvs. omm alla satser B som kan hérledas ur I" i S f6ljer (sats)logiskt ur I".

7 Vissa grundliggande metateorem och bevis kan man hitta i olika introduktioner till logiken,
t.ex. i Barwise (1977b), Buss (1998b), Epstein (2006), Hunter (1971), Kleene (1952), Mendelson
(1964), och Hodges (2001). For mer information om semantiska tablder och metalogik, se
referenserna i Avsnitt 4.2. Se ocksa relevanta anvisningar i introduktionen.
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Stark fullstindighet. Ett system S &r starkt fullstindigt omm I' |— B
medfor I' —g B, dvs. omm alla satser B som foljer (sats)logiskt ur I" kan
hérledas ur I' i S.

Om ett system ar starkt sunt, s& &r det ocksa svagt sunt. Om ett system &r
starkt fullstindigt, sa &r det ocksé svagt fullstindigt.

Exempel. Som jag nimnde i Avsnitt 4.4 & ménga men inte alla system
sunda och fullstindiga. S{—, A, =A, Vv, =V, >, =, &, —¢>} dr ett
exempel péd ett system som &r (starkt) sunt och (starkt) fullstindigt. Alla
axiomatiseringar som namns i Appendixet dr sunda och fullsténdiga. B

6.2. Hiirledbarhet
Nedan foljer ndgra metateorem som handlar om hirledbarhet.

OmTI'—sBochI' c A, sda A}—5 B. Om en sats B dr harledbar ur en
mingd satser I' i S och I' &r en delméngd av en mingd satser A, sd dr B
hirledbar ur A i S. Pga. denna egenskap brukar man siga att satslogiken &r
monoton.

I" —s B omm det finns en éndlig delméingd {A,, ..., A,} av I s&dan att
{Ay, ..., Ay} —s B. En sats B ar hirledbar ur en méngd satser I i S omm det
finns en dndlig delméingd satser {A, ..., A} av I" sédan att B dr hérledbar ur
{Ay, ..., Ay} 1S.

OmB eI, saT |—s B. Om en sats B ir ett element i en mingd satser I,
sa dr B hérledbarurI'i S.

—s B omm & |—¢ B. En sats B &r ett teorem i S omm B &r hérledbar ur
den tomma mingden i S.

}—s B omm det for varje I', I' —g B. En sats B é&r ett teorem i S omm B
ar hirledbar ur vilken méngd satser I" som helst i S.

OmT'U{A} }—sB,s&I' |—s A—B. Om B é&r hérledbar ur unionen av I"
och {A} 1S, sd ar A—B hérledbarurI'i S.

Om {A,,...,Ay} F—s B, sd }—s (AjA...AA,) > B. Om B ir héirledbar ur
{Ay,...,Ap} 1S, 88 dr (A|A...AA,)—> B ett teorem i S.

OmI'f—sA —>B,saT'U{A} }—sB. Om A—B ir hérledbarur I" i S, sa
ar B harledbar ur unionen av I" och {A} i S.

Om |—s (AjA...AA)—>B,sd {Ay, ...,A )} —sB.Om (A|A...AA,))—>B
ar ett teorem 1 S, s& ar B hérledbar ur {A,, ...,A,} 1S.

I" —s B omm det finns en éndlig delméingd {A,, ..., A,} av I sédan att
F—s (AjA...AA,)— B. B dr hirledbar ur I" i S om och endast om det finns en
andlig delmingd {Ay, ..., A} av I sddan att (A A...AA,)— B ér ett teorem i
S.
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6.3. Logisk foljd
Har f6ljer ndgra metateorem som handlar om logisk f6ljd.

OmBeTl,sal' |— B. Om B ér ett element i I', sd foljer Bur I

[ B omm & |— B. B ér logiskt sann om och endast om B f6ljer ur den
tomma méngden.

[— B omm for varje I', I' |— B. B é&r logiskt sann om och endast om B
foljer ur vilken méngd satser som helst.

{A} |— B omm |I— A — B. {A} medfér B om och endast om A — B é&r
logiskt sann.

{AL,..., Ay} — Bomm {A A...AA,} |— B. {Ay,...,A;} medfor B om
och endast om {A|A...AA,} medfor B.

{AIA...AAL} — Bomm |— (AjA...AA) > B. {AjA... AA,} medfor
B om och endast om (AjA...AA,)— B ar logiskt sann.

{AL,...,Ap} | Bomm ||— (AjA...AA)—B. {Ay,...,A,} medfor B om
och endast om (A A...AA,;)— B ir logiskt sann.

{Al,...,As} |— Bomm {A,...,A, |} I A,—B. {A,...,A,;} medfor B
om och endast om {A4,...,A, ;} medfor A,—B.

{AL,..., AL} — Bomm ||— A —>(...(A,—B)...). {Ay,...,A,} medfor B
om och endast om A; —(...(A,—B)...) ér logiskt sann.

6.4. Konsistens och inkonsistens
Foljande metateorem handlar om konsistens och inkonsistens.

InCons I'omm I'" —g5 T. T &r inkonsistent i S om och endast om Falsum
ar harledbarur I'1 S.

InCong I' omm det finns en dndlig delméngd A av I" sddan att A f—s T. T
ar inkonsistent i S om och endast om det finns en &ndlig delmidngd A av I
sadan att Falsum &r héarledbarur A i S.

InCong I' omm det finns en éndlig delméngd {Ay, ..., A,} av I" sadan att
F—s —(A; A...A A,). T ér inkonsistent i S om och endast om det finns en
andlig delmingd {Ay, ..., A} av I" s&dan att negationen av A| A...A A, dr ett
teoremi S.

InCong I' omm I' }—g A for varje A. I 4r inkonsistent i S om och endast
om vilken sats som helst dr harledbarur "1 S.

Cong I' omm inte I' }—g A for varje A. I" r konsistent i S om och endast
om det inte ar fallet att vilken sats som helst dr hiarledbar ur I" i S.

Cong I' omm det inte finns ndgot A sidant att bdde I' —s A och I" |—¢
—A. I dr konsistent i S om och endast om det inte finns ndgon sats A sddan
att bade A och negationen av A ar hérledbaraur I"i S.
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InCong I' omm det finns ndgot A sddant att bdde I' —s A och I" |—g —A.
I" &r inkonsistent i S om och endast om det finns en sats A sadan att bdde A
och negationen av A &r hirledbaraur I' 1 S.

I' —s A omm InCons I'U {—A}. A &r hérledbar ur I" i S om och endast
om unionen av I" och {—A} ar inkonsistent i S.

I' —s —A omm InCong I'U {A}. Negationen av A &r hirledbar ur I'i S
om och endast om unionen av I" och {A} ar inkonsistent i S.

ConsI' U {=A} omm inte I' |—s A. Unionen av I' och {—A} é&r
konsistent om och endast om det inte 4r fallet att A dr hérledbar ur I' i S.

Cong I' omm for varje éndlig delméngd A av I', Cong A. T ar konsistent i
S om och endast om varje dndlig delméngd av I 4r konsistent i S.

InCong I' omm det finns en éndlig delméngd A av I', InCong A. T" &r
inkonsistent i S om och endast om ndgon &ndlig delméngd av I' &r
inkonsistent i S.

6.5. Satisfierbarhet
Lat oss slutligen nimna nigra metateorem som handlar om satisfierbarhet.

Sat I omm inte I' — T. En méngd satser I" &r satisfierbar om och endast
om det inte ar fallet att Falsum foljer ur I'.

SatI'U {—A} omm inte I" — A. Unionen av I och {—A} &r satisfierbar
om och endast om det inte &r fallet att A foljerur I'.

T' |— A omm inte Sat I'U {—=A}. A foljer ur I' om och endast om det inte
ar fallet att unionen av I och {—A} &r satisfierbar.

Sat T" omm det inte finns ndgot A sadant att bdde I' — A och I' [— —A.
T ar satisfierbar om och endast om det inte finns ndgon sats A sddan att bade
A och inte-A foljerur I'.

Appendix
Det hér Appendixet innehéller tre mdjliga axiomatiseringar av satslogiken.
Alla dessa dr sunda och fullsténdiga.

SL; (efter Frege (1879))
Axiom

(A1) p—=>(q—p), (A2) r—>(q—p)) = (r—>q@—>(T—Dp)), (A3) (r—>(q—Dp))
—(q— (r—p)), (A4) (p —>q) = (—q— —p), (A5) =—p —>p, och (A6) p—
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Slutledningsregler

Modus Ponens (Om A ir ett element i SL; och A — B &r ett element i SL;, s
ar ocksa B det).

Substitutionsregeln (se Avsnitt 4.1).

SL, (efter Whitehead och Russell (1910))

Axiom

(AL) (pvp)—p, (A2) q—>(pv ), (A3) (pvq) —(qVp), och (A4) (q—1)—
((pvg)—(pvr).

Slutledningsregler
Modus Ponens och Substitutionsregeln.

SL, ar visentligen den version av satslogiken som utvecklas i Principia
Mathematica (se Whitehead & Russell (1910), ss. 12-14 och 91-97).
Whitehead och Russell inkluderar axiomet (p v (q v 1)) = (q Vv (p v 1)) i sitt
system. Men Paul Bernays har visat att denna sats ar redundant i ljuset av
Ovriga axiom (Bernays (1926)).

SL; (efter Church (1956), ss. 119-120)

Axiom

(Al) p—=>(q—p), (A2) s> (p—>q) > (s> p)—>(s—q)), och (A3) (—p—
—q)—>(q—p).

Slutledningsregler
Modus Ponens och Substitutionsregeln.

Kommentar. Séavitt jag vet har Figur 1-3 i den hér uppsatsen inte publicerats
tidigare. Sambanden som uttrycks i Figur 1 har emellertid uppmérksammats
bl.a. av en forskare vid namn David Miller. Figur 2 och 3 r savitt jag vet helt
nya.
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