Bimodal Tidslogik
med Monotempor ala Ramar

Daniel Ronnedal

Abstrakt

Tidslogik ar en gren av logiken som handlar om temporala begrepp, satser,
argument och system. Inom denna gren av logiken undersoker man t.ex.
uttryck sdsom “Det kommer alltid vara fallet att”, ”Det kommer ndgon gang i
framtiden vara fallet att”, ”Det har alltid varit fallet att”, ”Det var ndgon géng
i det forflutna fallet att”. Logiska relationer mellan satser som innehaller
temporala begrepp studeras och giltigheten hos argument som bestar av
sadana satser analyseras. I tidigare arbeten har jag diskuterat hur tidslogiken
kan betraktas som en form av multimodal logik. I den hér uppsatsen visar jag
hur tidslogiken kan beskrivas som en bimodal logik, ett slags modallogik som
endast innehéller tvd typer av temporala operatorer. Den semantik jag
anvénder dr baserad pa monotemporala ramar. En monotemporal ram &r en
relationell struktur som endast innehaller en primitiv tillgénglighetsrelation,
némligen relationen tidigare an / senare an. Jag utvecklar ett antal sé kallade
semantiska tabldsystem och bevisar att dessa &r sunda och fullstindiga i
relation till deras semantik.

1. Introduktion

Tidslogik ar en gren av logiken som handlar om temporala begrepp, satser,
argument och system. Inom denna gren av logiken undersoker man t.ex.
uttryck sdsom “Det kommer alltid vara fallet att”, ”Det kommer ndgon gang i
framtiden vara fallet att”, ”Det har alltid varit fallet att”, ”Det var ndgon géng
i det forflutna fallet att”. Logiska relationer mellan satser som innehaller
temporala begrepp studeras och giltigheten hos argument som bestar av
sédana satser analyseras. I tidigare arbeten har jag diskuterat hur tidslogiken
kan betraktas som en form av multimodal logik (Rénnedal (2014)). I den hir
uppsatsen visar jag hur tidslogiken kan beskrivas som en bimodal logik, ett
slags modallogik som endast innehdller tva typer av temporala operatorer.
Den semantik jag anvénder dr baserad pad monotemporala ramar. En
monotemporal ram &r en relationell struktur som endast innehéller en primitiv
tillganglighetsrelation, ndmligen relationen tidigare an / senare &n. Jag
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utvecklar ett antal sa kallade semantiska tablasystem och bevisar att dessa ar
sunda och fullstindiga i relation till deras semantik.'

Uppsatsen dr indelad i fem avsnitt. Avsnitt 2 handlar om syntax. I avsnitt
3 gar jag igenom den semantik som dr gemensam for alla system, jag
definierar ett antal grundldggande begrepp och undersoker nagra mojliga
egenskaper hos tiden. Avsnitt 4 handlar om bevisteori. Jag beskriver ett antal
tablaregler och visar hur dessa kan anvéndas for att generera en méngd
semantiska tablasystem. Avsnitt 5 innehéller sundhets- och fullstdndighets-
teorem.

2. Syntax
Spréket TS2 bestér av foljande alfabet och satser.

2.1. Alfabet

En méngd satsbokstéver p, q, 1, S, P1, 91, I1, S1> P2, 925 12, S2, -- -

De satslogiska konnektiven — (negation), A (konjunktion),

v (disjunktion), > (materiell implikation) och = (materiell ekvivalens).
De temporala operatorerna G, F, H och P.

Parenteser ) och (.

2.2. Satser
Spraket TS2 bestar av alla satser (vdlformade formler) som genereras fran
foljande villkor.

Varje satsbokstav ér en (atomar) sats.

Om A och B ir satser, sé ar (A A B), (A v B), (A © B) och (A = B) satser.
Om B ar en sats, sa dr ocksd —B, GB, FB, HB och PB satser.

Ingenting annat &r en sats.

2.3 Definitioner
[G]B = (B A GB), (F)B = (B v FB), [H]B = (B A HB) och (P)B = (B v PA).

A, B, C, D... representerar godtyckliga satser i spraket (inte nddvindigtvis
atomira). Den grekiska bokstaven X star for en mingd satser och den tomma

! Fér mer information om tidslogik, se t.ex. Barringer, Fisher, Gabbay & Gough (2000), Burgess
(1984), Finger, Gabbay & Reynolds (2002), Galton (1999), Goldblatt (1992), Kroger & Merz
(2008), McArthur (1976), Needham (1975), Prior (1957), (1967), Rescher & Urquhart (1971),
van Benthem (1983), @hrstrom & Hasle (1995).
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mingden betecknas . De satslogiska konnektiven ar vilkdnda frén
satslogiken. Parenteser runt vélformade formler uteldmnas i regel om ingen
mangtydighet uppstir. Falsum kan introduceras genom en definition pa
vanligt vis. Ovriga satser i spriket ldses p4 samma sitt som i Rénnedal
(2014), namligen pa foljande sétt.

GB: Det kommer alltid att vara fallet att B.

FB: Det kommer ndgon gang (i framtiden) vara fallet att B.

HB: Det har alltid varit fallet att B.

PB: Det har ndgon gang (i det forflutna) varit fallet att B.

[G]B: Det dr och kommer alltid att vara fallet att B.

(F)B: Det ér eller kommer nagon gang (i framtiden) vara fallet att B.
[H]B: Det dr och har alltid varit fallet att B.

(P)B: Det &r eller har ndgon gang (i det forflutna) varit fallet att B.

3. Semantik
Tanken bakom den semantik som beskrivs i det hir avsnittet 4r densamma
som i Ronnedal (2014). Vi skall emellertid inféra nagra nya begrepp.

3.1. Grundlaggande ter mer

Ramar. 1 Ronnedal (2014) beskrev vi en temporal ram, F, som en
relationell struktur <T, <, >, <, >> dér T &r en icke-tom mingd av tidpunkter,
och <, >, <, > &r fyra dyadiska tillgénglighetsrelationer mellan tidpunkterna i
T (< & en delmédngd av T x T, etc.). Den intuitiva tolkningen av
tillgénglighetsrelationerna ar som foljer.

t; < tp : t; intréffar fore/tidigare én t,
t, > t; : t, intraffar efter/senare dn t;
t; <t, : t; intréffar samtidigt med eller fore/tidigare an t,
t, > t; : t, intrédffar samtidigt med eller efter/senare 4n t;

Lat oss kalla en temporal ram av detta slag en multi-temporal ram. Vi kan
emellertid ocksa anvinda oss av bi-temporala och mono-temporala ramar. En
bitemporal ram innehdller tva (primitiva) tillgéinglighetsrelationer (t.ex. < och
>), och en monotemporal ram innehaller en (primitiv) tillgdnlighetsrelation
(t.ex. <).
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Givet var informella ldsning av de olika relationerna ar det rimligt att anta
att de kan definieras i termer av varandra. I en bitemporal ram som innehaller
< och > som primitiva relationer kan t.ex. < och > definieras pé foljande sétt.

VYISt =(t=t' vt<t))
VIVE(E 2t = (t=t' v t > 1)

Dvs. t intrdffar samtidigt med eller fore t' om och endast om (omm) t ar
identisk med t' eller t intréffar fore t'. Och t intrdffar samtidigt med eller efter
t" omm t dr identisk med t' eller t intrdffar efter t'. Dessa definitioner ar
rimliga om vi antar att det inte finns flera olika tidpunkter som intrédffar
samtidigt. Alternativt kan vi anvinda foljande definitioner: VtVt'(t < t' = (t =
t'vt<t)) och VIV (t' 2t =t < t'); eller VIVt (t 2 t' = (t =t v t > t')) och
VIVE(E 2 t=t<t).

I en monotemporal ram som innehaller < som primitiv relation kan t.ex.
ovriga relationer definieras pé foljande sétt.

VIVE(tSt = (t=t vt<t))
VIVt > t=t<t)
VIVE (2t = (t=t v t>t)

Dvs. < och > definieras pa samma sitt som i vart bitemporala exempel, och >
definieras i termer av <. t' intrdffar efter t omm t intrdffar fore t'. De hér
definitionerna &r rimliga om vi antar att relationen intraffar efter ir konversen
till (eller konversen av) relationen intréffar tidigare @n, och det inte finns
flera olika tidpunkter som intraffar samtidigt. Har foljer ett par alternativa
definitioner: VIVt'(t' >t=t<t), VIVt'(t <t'=(t=t' vt <t)) och VIVt'(t' > t
=t <t); eller VIVE(t > t=t<t’), VIVE(t 2t = (t=t' v t > t')) och VtV'(t' >t
=t<t).

Om > &r konversen till <, sd kan t; < t, (och &ven t, > t;) ldsas pé tva sitt:
(1) t; intraffar fore/tidigare &n t,, eller (ii) t, intrdffar efter/senare &n t;. Bada
ar lika korrekta. P4 samma sitt géller det att om > &r konversen till <, s& kan
t; < t, (och dven t, > t;) ldsas pé tva sitt: (i) t; intrdffar samtidigt med eller
fore/tidigare én t, eller (ii) t, intrdffar samtidigt med eller efter/senare én t;.

Semantiken for tidslogiken har ofta utvecklats med hjilp av mono-
temporala ramar. Vi skall i den hir uppsatsen anvinda monotemporala ramar
med formen <T, <>, dér < &r den enda primitiva tillgédnglighetsrelationen. Det
hir innebér att vi sd att sdga implicit gor vissa antaganden, t.ex. att > ar
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konversen till <. Det foljer att bl.a. satserna A > HFA och A > GPA blir
automatiskt giltiga. 1 bitemporala och multitemporala system méste vi
inkludera vissa tablaregler for att kunna bevisa dessa (se avsnitt 4.3).

Modeller. Uttrycket “temporal modell” definieras pa samma sétt som i
Ronnedal (2014), dvs. en temporal modell, M, &r en struktur <F, V>, dér F ar
en temporal ram och V &r en virdering eller tolkningsfunktion, som tilldelar
sanningsvirden T (sann) eller F (falsk) till varje satsbokstav vid varje
tidpunkt i T.

I den hér uppsatsen anvénder vi emellertid monotemporala ramar istéllet
for multitemporala ramar, som vi redan har ndmnt. Vi kan darfor tala om en
modell, M, direkt som en struktur <T, <, V>, dér tillgdnglighetsrelationen och
T tolkas som i en monotemporal ram. ’F” representerar en klass av ramar,
”M” en klass av modeller.

3.2. Sanningsvillkor

[, ¢ B star for att B &r sann vid tidpunkt t i modell M. Sanningsvillkoren
for atoméra satser och de satslogiska konnektiven dr desamma som i
Ronnedal (2014). Eftersom [G], {F), [H] och (P) ar definierade i den hér
uppsatsen behover vi inte ange nagra primitiva sanningsvillkor for satser dir
dessa operatorer har storst raickvidd. Har foljer 6vriga villkor.

[—m:GB omm det for varje tidpunkt t' i T s&dan att t < t'
géller att —, ¢ B.

[—wm:FB  omm det finns nigon tidpunkt t' i T s&dan att t < t'
och F—um. ¢ B.

[—wm:HB omm det for varje tidpunkt t' i T s&dan att t' <t
géller att —, ¢ B.

[—wm:PB  omm det finns nagon tidpunkt t' i T s&dan att t' <t
och F—um. v B.

Notera att dessa sanningsvillkor ar ekvivalenta med motsvarande villkor i
Ronnedal (2014), givet att > definieras som konversen till <.

3.3. Ovriga semantiska begrepp

Ovriga semantiska begrepp, som satisfierbarhet, giltighet, logisk konsekvens
osv. definieras precis som i Ronnedal (2014).
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3.4. Villkor patemporalaramar

Vi skall ndmna nagra olika villkor som kan anvéndas for att karaktérisera
olika temporala ramar. I Rénnedal (2014) delade vi in dessa villkor i tva olika
grupper. I den hir uppsatsen behdver vi inte ndmna den andra gruppen, som
handlade om hur de olika tillginglighetsrelationerna forhéller sig till
varandra. For i den hér uppsatsen studerar vi endast monotemporala ramar.
Vi antar sa att sdga implicit att dvriga temporala relationer kan definieras i
termer av relationen tidigare &n/ senare @n pa sa sétt som beskrevs ovan. Det
hér innebir bl.a. att < &r konversen till > (och tvdrt om), att < ar inkluderad 1
<, att > ar inkluderad i >, och att bade < och > dr reflexiva. Tabell 1
sammanfattar nagra mdjliga egenskaper hos relationen tidigare an / senare
an. I Ronnedal (2014) sdger jag mer om innebdrden av dessa villkor.

Villkor Formalisering av villkor
Reflexivitet
C-<T Vit<t
Andléshet bakat
C-<PD Viat't <t
Andléshet framat
C-<FD viatt<t'
Symmetri
C-<B ViVt t<t' ot' <t)
Transitivitet
C-<4 VIVEVE(t<t At <t”) Dt<t")
Téthet
C-<DE VIvE(t <t D A (t<t" A t" <L)
Griénser bakat
C-<LB VIVEVE'(E <t A’ <t) D I"{H" <t At <t"))
Griénser framat
C-<UB VIVEVE(t<t At<t’) DIt <t” At <t"))
Jamforbarhet
C-<C VIVE(t <t vi=t' vt <t)
Konvergens bakét
C-<PC VIVEVE(F <t At <t) D (t'<t’ vi=t' vt <t))
Konvergens framat
C-<FC VIVEVE(t<t At<t) D' <t' vt =t'vt'<t))
Tabell 1
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3.6. Klasser av ramar och deraslogik

De villkor pa ramar vi har tagit upp i avsnitt 3.4 kan anvéndas for att tala om
olika klasser av ramar pa samma sétt som i Ronnedal (2014). F(C,, ..., C,) ar
klassen av alla ramar som uppfyller villkoren C,, ..., C,. Klassen av alla
satser i TS2 som é&r giltiga i en klass av ramar F, S(F), kallas F’s logik eller
det logiska systemet som &r baserat pad F. S(F) = {A € TS2 : —¢ A}. Genom
att infora vissa villkor pa vara ramar kan vi alltsd, som vanligt, definiera en
mingd logiska system. Dessa system dr semantiskt karaktiriserade. I nésta
sektion skall vi utveckla ett antal semantiska tabladsystem som svarar mot
dessa.

4. Bevisteori

Vi skall nu undersoka ett antal semantiska tabldsystem som bl.a. kan
anvéndas for att avgéra om en sats dr logiskt sann, logiskt falsk eller logiskt
kontingent, om en méngd satser dr konsistent eller inkonsistent och om ett
argument ir giltigt eller ogiltigt.”

Grundldggande begrepp, sdsom trid, semantisk tabla, gren, 6ppen och
sluten gren, teorem, bevis osv. definieras pd vanligt sitt, se t.ex. Ronnedal
(2012b), s. 131, eller Priest (2008). —gs B innebér att B &r ett teorem i
systemet S; och X |—g B innebér att B ar hérledbar fran X i S.

Vi borjar med att g4 igenom ett antal semantiska tablaregler. Dérefter
skall vi se hur dessa kan anvindas for att skapa en mingd semantiska
tablasystem. Slutligen ndmner jag ett antal teorem som kan bevisas i vara
system.

4.1. Tablaregler

Det finns tre olika typer av tabléregler: satslogiska regler, (grundldggande)
temporala regler och (temporala) tillgdnglighetsregler. De tva forsta ingér i
alla tablasystem. Olika tablasystem innehaller emellertid olika tillgdnglig-
hetsregler. Genom att lagga till tillgénglighetsregler kan vi skapa starkare
system. Dessa regler svarar mot de semantiska villkor som vi diskuterade i
sektion 3.4. Eftersom vi anviinder monotemporala ramar (och modeller) i den
hér uppsatsen behdver vi inte infora nagra tablaregler som svarar mot olika

% Evert Beth, se Beth (1955) och Beth (1959), ss. 186201, 267-293, och 444-463, tycks ha varit
den forste logiker som utvecklade ett semantiskt tablasystem. Enligt Smullyan (1968) s. 3
kommer idén ursprungligen fran Gerhard Gentzen (se Gentzen (1935) och Gentzen (1935b)). For
mer information om semantiska tabldsystem, se t.ex. D’Agostino et al. (1999), Fitting &
Mendelsohn (1998), Garson (2006), Jeffrey (1967), Priest (2008), Ronnedal (2012), (2012b) och
Smullyan (1968).
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relationer mellan olika tillgdnglighetsrelationer pd samma sitt som i
Ronnedal (2014).

4.1.1. Satslogiska regler

Vi anvéinder samma satslogiska regler som vanligt. (Fér mer information, se
t.ex. Ronnedal (2012b), s. 132, eller nistan vilken introduktion till semantiska
tablaer som helst, t.ex. Priest (2008)).

4.1.2. Grundlaggande temporala regler

G H F P
GA, i HA, i FA,i PA, i
i<j j<i \) \)

\) 2 i<j j<i
A,j A,j A,j A,j
dér j 4r ny dér j dr ny
-G —H —F =P
—GA, i —HA, i —FA, i —PA, i
\: ) \: \:
F—A, i P—A, i G-A, i H-A, i
Tabell 2

Speciella regler for [G], [H], (F) och (P) behovs inte i systemen i den hér

uppsatsen, eftersom [G], [H], (F) och (P) introduceras genom definitioner i
det sprék vi anvénder hér.

1d(1) 1d(11) 1d
A() A1) .
i=]j j=i J
J J i=1i
A() A()
Tabell 3

De grundldggande identitetsreglerna &r redundanta i system som inte

innehaller nagra ovriga “identitetsregler” (regler som innehaller identitets-
tecknet).
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4.1.3. Temporala tillganglighetsregler

T-<PD T-<FD T-<T T-<B T-<4
e I P B i<j i<j
\: \2 \: \: j<k
k<j j<k i<j j<i \
dér k ér ny dér k dr ny i<k
Tabell 4

Som vi noterade i Ronnedal (2014) ar reglerna T-<T och T-<B inte sérskilt
plausibla rent intuitivt, eftersom de svarar mot villkoren att relationen
tidigare n / senare &n ér reflexiv respektive symmetrisk. Anledningen till att
jag har inkluderat dessa ar att om tiden &r cirkulér och transitiv, sa foljer det
att den ocksa ir reflexiv och symmetrisk. Ar tiden linjr, &r de emellertid inte
rimliga.

T-<DE T-<LB T-<UB
i<j j<i i<j
\) k<i i<k
i<k \) \
k<j 1<j i<l
dér k dr ny 1<k k<1
dér 1 dr ny dér 1 dr ny
Tabell 5
T-<C T-<PC T-<FC
cdy e j<i i<j
N k<i i<k
i<j i=j j<i N ¢ IN
j<k j=k k<j i<k j=k k<j
Tabell 6
4.2. Tablasystem

Ett tablasystem &r en méingd tablaregler. Ett (normalt) temporalt tablasystem
inkluderar alla satslogiska regler och alla grundldggande temporala regler.
Det minimala (normala) temporala tablasystemet kallas ”T”. Genom att ligga
till ndgon delméngd av de tillgénglighetsregler som introducerades i avsnitt
4.1.3 fér vi en extension av T. Vi anvéinder f6ljande konventioner for att
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bendmna olika system. ”TT;...T,”, dir Ty, ..., T, &r en lista (mojligtvis tom)
pa temporala tillginglighetsregler, star for ett temporalt tablasystem som
innehéller tillgédnglighetsreglerna Ty, ..., och T,. "Redundanta” bokstiver i
namnen uteldimnas. T<4<PC (T4PC) iar tex. ett namn pa det temporala
tablasystem som innehéller tillgdnglighetsreglerna T-<4 (4) och T-<PC (PC).
Om S &r ett tablasystem, sé& dr S’s logik, eller den logik som &r baserad pa
S, L(S) = {A € TS2 : }—s A}, dvs. midngden av alla satser i TS2 som kan
bevisas i S. L(4PC) ir t.ex. mingden av alla satser som kan bevisas i systemet
T<4<PC (4PC), dvs. i det tablasystem som innehéller alla grundliggande
temporala regler och tillganglighetsreglerna T-<4 (4) och T-<PC (PC).

4.3. Exempel pateorem

Det hér avsnittet innehéller nagra teorem i olika temporala tablasystem.
Bevisen ér ofta relativt enkla och i de flesta fall utelimnade. (Vill man lira
sig att handskas med systemen i den hér uppsatsen kan det vara en bra 6vning
att bevisa alla satser i det hir avsnittet.)

GA=-F-A —GA=F-A G-A=-FA
FA =-G—-A —FA=G-A F—A=-GA
[G]A =—(F)-A —[G]A=(F)-A [G]-A=—(F)A
(F)A=—[G]-A —(F)A =[G]-A (F)-A=—[G]A
HA =—-P-A —HA=P-A H—-A=-PA
PA=—-H-A —PA=H-A P—A=—HA
[H]A = —(P)-A —[H]A =(P)-A [H]-A =—(P)A
(P)A =—[H]-A —(P)A =[H]-A (P)-~A =—[H]A
Tabell 7

Teorem 1. Alla satser i tabell 7 ar teorem i alla system i den har uppsatsen.
Bevis. Enkelt! B

I den hér uppsatsen har vi introducerat [G], (F), [H] och (P) med hjilp av
definitioner. Det innebér att det &r sant per definition att [G]B = (B A GB),
(F)B = (B v FB), [H]B = (B A HB) och (P)B = (B v PA). I de multimodala
system som beskrivs i Ronnedal (2014) méaste emellertid dessa ekvivalenser
bevisas. Lat mig illustrera med ett exempel. Om ett multimodalt tablasystem
S innehaller T-<T, T-<<I och T-<<I, sa dr [H]A = (A A HA) ett teorem i S.
Men [H]A = (A A HA) ér inte ett teorem i alla multimodala system. For att
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visa [H]A o (A A HA) “krdvs” T-<T och T-<<I, och for att visa (A A HA) ©
[H]A “kravs” T-<<I. Om systemet innehéller T-<T, s kan vi bevisa [H]A D
A. Om systemet innehéller T-<<I, s kan vi bevisa [H]A > HA. T-<T svarar
mot det semantiska villkoret att < ar reflexiv, T-<<I mot det semantiska
villkoret att < dr inkluderad 1 <, och T-<<I mot det semantiska villkoret att t
intrdffar samtidigt med eller tidigare 4n t' omm t och t' &r identiska eller t
intrdffar tidigare dn t'. Det hir &r villkor som vi “implicit” antar att alla
system 1 den hér uppsatsen uppfyller. (Jag uteldamnar i regel ”T-", och ibland
ocksé ”’<”, i namnet pa alla tablaregler och anviander ”’Id” som en forkortning
av alla ”identitetsregler” i bevisen nedan.)

[H]A S (A A HA) (A AHA) S [H]A

(1) =([H]A > (A AHA)), 0 (1) (A A HA) S [H]A), 0

(2) [H]A, 0[1, =] (2)AAHA, 0[1, -]
(3) =(A AHA), 0 [1, =] (3) =[H]A, 0 [1, =]
¢ N (4)A, 012, A]
(4) =A, 0 [3, =A] (5) —HA, 0 [3,1] (5)HA, 0 [2, A]
(6)0<0[1,<T] (7)P—A,0[5,—H] (6) (P)—A, 0 [3, —[H]]
(8) A, 0[2,6,[H]] (9)1<0T[7,P] (7) 1 <0 [6, (P)]
(10) * [4, 8] (11) =A, 1[7, P] (8) =A, 1 [6, (P)]
(12) 1 <011, <<I] ¢ N

(13)A, 1[2,12]  (9)1=0[7,<<I] (10)1<0[7,<<I]
(14) *[11, 13] (11) A, 1[4,9,1d] (12) A, 1 [5,10,H]
(13)*[8,11]  (14) *[8, 12]

Alla satser av foljande form kan bevisas i alla tablasystem i den hér
uppsatsen: A D HFA, PGA 5 A, A 5 GPA, FHA o A. Detta géller dock inte i
alla multimodala system som beskrivs i Ronnedal (2014). For att bevisa A ©
HFA, PGA o A behover vi T-<>C, och for att bevisa A > GPA, FHA o A
behover vi T-><C. A o HFA, PGA o A idr ddrmed de satser som svarar mot
det semantiska villkoret att om t intrdffar tidigare 4n t', s& intréffar t' senare
in t; och A > GPA, FHA o A ir de satser som svarar mot det semantiska
villkoret att om t' intrdffar senare dn t, sd intrdffar t tidigare &n t'.
Tillsammans motsvarar satserna A > HFA, PGA o A, A > GPA, FHA o A
det semantiska villkoret att relationen intréffar tidigare an ar konversen till
relationen intréffar senare én (och vice versa). I axiomatiska beskrivningar
av tidslogiken brukar man ofta anta A > HFA och A > GPA eller PGA > A
och FHA 5 A som axiom.
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[HIADA,[GIJAD A, AD(P)A, AD(F)A

[H]JA o (P)A, —~([H]A A [H]-A), [G]A o (F)A, —([G]A A [G]—-A)

[HJA o HA, [G]A > GA, PA S (P)A, FA> (F)A

A >HFA, PGA>A,A>GPA, FHADA

AS[HKPA, (P)[GJA D A, A [GKP)A, (F)[HIA> A

[HJHA > HA, H[H]A o HA, PA > (P)PA, PA > P(P)A

[G]GA o GA, G[G]A o GA, FA o (F)FA, FA > F(F)A

[H][H]A > [H]A, (P)A o (PXP)A, [G][G]A o [G]A, (F)A o (FXF)A

[G]GA o G[G]A, F(F)A o (F)FA, [HJHA > H[H]A, P(P)A > (P)PA

G[G]A o [G]GA, (F)FA o F(F)A, H[H]A o [H]JHA, (P)PA = P(P)A

[G]GA =G[G]A, F{F)A =(F)FA, [HIHA = H[H]A, P(P)A =(P)PA

PGA o GPA, FHA o HFA, (P)[G]A o [G](P)A, (F)[H]A o [H(F)A

(P)GA o G{P)A, F[H]A o [H]FA, (F)HA > H(F)A, P[G]A o [G]PA
Tabell 8

Teorem 2. Alla satser i tabell 8 ar teorem i alla system i den hir uppsatsen.
Bevis. Jag skall ga igenom négra bevis for att belysa tablametoden. Resten
lamnas till lasaren.

A D HFA A > GPA
(1) =(A>HFA), 0 (1) =(A>GPA), 0
2)A, 01, =] 2)A,0[1, =]
(3) —HFA, 0 [1, =] (3) =GPA, 0 [1, =]
(4) P—FA, 0 [3, —H] (4) F=PA, 0 [3, =G]
5)1<0[4,P] (5)0<1[4,F]
(6) =FA, 1[4, P] (6) =PA, 1[4, F]
(7) G=A, 1 [6, —F] (7) H=A, 1 [6, —P]
8)=A,0[5,7,G] (8)=A,0[5,7, H]
9) *[2, 8] 9) *[2, 8]

Notera att dessa bevis inte ar korrekta i de multimodal system som beskrivs i
Ronnedal (2014). A o HFA kan bevisas i alla system som innehéller T-<>C.
Beviset ser néastan likadant ut som ovan. Men nod (8) och (9) byts istéllet ut
mot foljande noder: (8) 0> 1[5, T-<>C], (9) —A, 0 [7, 8, G], (10) *[2,9]. A
O GPA kan bevisas i alla system som innehaller T-><C. Beviset ovan kan
modifieras pd “samma sitt” som beviset for A > HFA.
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A o [GKP)A ir per definition ekvivalent med A > ((A v PA) A G(A v PA)).
For att bevisa A o [GKP)A ricker det dérfér med att bevisa den senare

satsen. Det gor vi genom att skapa en semantisk tabla for negationen av A o
((A v PA) A G(A v PA)). Om denna tabla ar sluten, sa har vi vart bevis.

(1) =(A > ((A v PA) A G(A v PA))), 0
) A, 0[1, —>]
(3) =((A v PA) AG(A v PA)), 01, —o]

"4 N
(4) ~(AVPA), 0[3,—A] (5)—G(AVPA),0[3, -]
(6) —A, 0 [4, —v] (7) F—(A v PA), 0 [5, —G]
(8) —PA, 0 [4, -] (9)0<1[7,F]
(10) * [2, 6] (11) ~(A v PA), 1 [7, F]

(12) —A, 1 [11, =]
(13) =PA, 1 [11, —v]
(14) H-A, 1 [13, —P]
(15) —A, 0 [9, 14, H]
(16) * [2, 15]

G[G]JA > [G]GA ir per definition ekvivalent med G(A A GA) o (GA A
GGA). For att bevisa G[G]A D [G]GA skapar vi dirfor en semantisk tabla
som borjar med negationen av G(A A GA) o (GA A GGA). Ar denna tabla
sluten, har vi bevisat G(A A GA) D (GA A GGA) och ddrmed ockséd G[G]A o
[G]GA.

(1) =(G(A A GA) > (GA A GGA)), 0
(2) G(A AGA), 0 [1, —o]
(3) =(GA A GGA), 0 [1, =]

4 N
(4) —GA, 03, =] (5) =GGA, 0 [3, —A]
(6) F-A, 0 [4, —=G] (7) F=GA, 0 [5, =G]
(8)0< 116, F] (9)0<1[7,F]
(10) —A, 1 [6, F] (11) =GA, 1 [7, F]
(12) AAGA, 1[2,8,G] (13)AAGA,1[2,9,G]
(14) A, 1 [12, A] (15) A, 113, A]
(16) GA, 1[12, A] (17) GA, 113, A]
(18) * [10, 14] (19) * [11, 17]
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P[G]A o [G]PA =
P(AAGA)> (PA AGPA)
(1) =(P(A A GA) o (PA AGPA)), 0
2)P(AAGA),0[1, =]
(3) -(PAAGPA), 0 [1, =]
v N
(4) —PA, 0 [3, =A] (5) =GPA, 0 [3, —A]
(6) H=A, 0 [4, —P] (7) F=PA, 0[5, —G]
®)1<0[2,P] 9 0<1[7,F]
(10) AAGA, 1[2,P] (11) =PA, 1 [7, F]
(12) A, 1[10, A] (13) H=A, 1 [11, —P]
(14) GA, 1 [10, A] (15)2<012,P]
(16) —A, 1 [6, 8, H] (17) AAGA, 22, P]
(18) *[12, 16] (19) A, 2 [17, A]
(20) GA, 2 [17, A]
(21) A, 0[15, 20, G]
(22) =A, 019, 13, H]
(23) *[21,22]1m
Sys  Teorem
<4  HA o [H]JHA, [H]A o H[H]A, HA > H[H]A, (P)PA o PA,

<C

P(P)A 5 (P)A, P(P)A o PA, GA > [G]GA, [G]A S G[G]A,
GA 5 G[G]A, (F)FA o FA, F(F)A o (F)A, F(F)A 5 FA
= [H]HA, HA = H[H]A, (P)PA = PA, P(P)A = PA,
GA = [G]GA, GA = G[G]A, (F)FA = FA, F(F)A = FA
[H]A o [H][H]A, (PXP)A o (P)A, [G]A o [G][G]A, (FXF)A o (F)A,
[H][H]A = [H]A, (PXP)A = (P)A, [G][G]A = [G]A, (FXF)A = (F)A.

[HI[G]A, (PXF)A S (FXP)A,
[GI[H]A, (FXP)A 5 (PXF)A,
[HI[G]A, (PXF)A =(FXP)A,
[GI[H]A, (FXP)A = (PXF)A

> > >
mmy u

A

<LB PHA S HPA, P[H]A S [H]PA, (P)HA S H(P)A, (P)[H]A > [H(P)A
<UB FGA S GFA, F[G]A o [G]FA, (F)GA 5 G(F)A, (F)[G]A > [GI(F)A
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<C  HGA > GHA, FPA S PFA,
<PD [H]GA o G[H]A, F(P)A > (P)FA, H[G]A > [G]HA, (F)PA > P(F)A,
<4 (P)HA > H(P)A, P[H]A > [H]PA

<C  GHASHGA, PFA SFPA,
<FD [GJHA S H[G]A, P(F)A > (F)PA, G[H]A > [H]GA, (P)FA S F(P)A,
<4 (FYGA oG(F)A, F[G]A o [G]FA

<C  HGA=GHA, FPA =PFA, GHA =HGA, PFA =FPA, [H|GA =
<PD G[H]A, F(P)A = (P)FA, H[G]A = [G]HA, (F)PA = P(F)A, [G]HA =

<FD H[G]A, P(F)A = (F)PA, G[H]A = [H]GA, (PYFA = F(P)A, [G][H]A =
<4 [H][G]A, (PXF)A =(FXP)A, [H][G]A = [G][H]A, (FXP)A = (PXF)A

Tabell 9 (Sys = System)

Teorem 3. Alla satser i tabell 9 ar teorem i de ndmnda systemen.
Bevis. Jag skall gé igenom néagra bevis for att belysa tablimetoden. Resten

lamnas till lasaren.
H[G]A o [G]HA = H(A A GA) o (HA A GHA)

(1) ~(H(A A GA) o (HA AGHA)), 0

(2) HHAAGA), 0 [1, =]

(3) -(HA AGHA), 0 [1, =2]

v

N

(4) —HA, 0 [3, —A] (5) =GHA, 0 [3, =A]

(6) P—A, 0 [4, —H] (7) F=HA, 0 [5, —G]

(8) 1<0 16, P] (9)0<1[7,F]

(10) =A, 1 [6, P] (11) —=HA, 1 [7, F]

(12) AAGA, 1[2, 8, H] (13) P—A, 1 [11, —H]

(14) A, 1[12, A] (15)2<1[13, P]

(16) GA, 112, A] (17) =A, 2 [13, P]

(18) * 10, 14] v N N
(19) 2 <0 [<C] (20) 2 =0 [<C] (21) 0<2 [<C]
(22) AAGA, 2 [2,19,H] (23)3<0[<PD]  (24)3<0 [<PD]
(25) A, 2 [22, A] (26) AAGA, 3 (27) AAGA, 3
(28) GA, 2 [22, A] (29)A,3[26,A]  (30) A, 3[27.A]
(31) *[17, 25] (32) GA,3[26,A] (33)GA, 3

(34) A, 023,32, G] (35)3<2 [<4]
(36) A, 2[20, 34, 1d] (37) A, 2 [G]
(38) * [17, 36] (39) * [17, 37]
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Nod (19), (20) och (21) ovan fés fran ((9) och (15) med) <C (<PC). Nod (26)
hirleds frén (2) och (23) med hjélp av H, och (27) frén (2) och (24) med
samma regel. Nod (33) fas fran (27) med A. Nod (35) hérleds frén (21) och
(24) med <4. Nod (37) fas fran (33) och (35) med G.

P[H]JA o [H]PA =
P(AAHA) > (PA AHPA)
(1) =(P(A AHA) o (PA AHPA)), 0
(2) P(AAHA), 0[1, =]
(3) -(PA AHPA), 0 [1, —D]
4)1<0[2,P]
(5) AAHA,1[2,P]
(6) A, 1[5, A]
(7)HA, 1[5, A]
4 N
(8) =PA, 0 [3, =A] (9) —=HPA, 0 [3, —=A]
(10) H=A, 0 [8, —P] (11) P=PA, 0 [9, —H]
(12) =A, 1[4, 10, H] (13)2<07[11,P]
(14) * [6, 12] (15) =PA, 2 [11, P]

(16) H—A, 2 [15, —P]
(17)3< 1[4, 13, <LB]
(18)3<2[4, 13, <LB]
(19) A, 3[7, 17, H]
(20) —A, 3 [16, 18, H]
(21) *[19,20] m

Teorem 4. Forsta teoremet (i)-(iv) i avsnitt 4.3 1 Ronnedal (2014) géller
ocksa for alla system i den hir uppsatsen.

Bevis. For den som vill ldra sig handskas med systemen i den hir
uppsatsen kan det vara en trevlig Gvning att ga igenom alla dessa teorem. W

Teorem 5. (i) Alla satser i tabell 21 och 22 i Ronnedal (2014) ar teorem i
alla system i den hér uppsatsen. (ii) Alla satser i tabell 20 och 23 ar teorem i
alla system i den hér uppsatsen som innehéller T-<FD. Byt ut varje forekomst
av G mot H, varje forekomst av [G] mot [H], varje forekomst av F mot P, och
varje forekomst av (F) mot (P) i tabell 20-23 i Ronnedal (2014). D4 giller det
att (iii) varje sats som dr ett resultat av en saddan substitution i tabell 21 och 22
ar ett teorem 1 varje system i den hér uppsatsen, och (iv) varje sats som &r ett
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resultat av en sddan substitution i tabell 20 och 23 &r ett teorem i alla system i
den hir uppsatsen som innehaller T-<PD.

Bevis. Jag gir igenom ett exempel och limnar resten till lisaren. Ovriga
satser kan bevisas pa liknande sitt.

[GI(A>B)> ([G]JAS[G]B) =
((AoB)AG(A>B)) > ((AAGA)>(BAGB))

(1) =((A>B)AG(AD>B)) o ((AAGA)> (B AGB))),0
2)(AoB)AG(A>B),0[1, =]
3) -((AAGA)D(BAGB)),0][1, -]
(4)A>B,0[2, A]
(5) G(A>B), 012, A
(6) AAGA,0[3, 0]
(7) ~(B AGB), 0[3, —o]
(8) A, 06, A]
[

(9) GA, 0 [6, A]
"4 N
(10) —A, 0 [4, o] (11) B, 0[4, o]
(12) * [8, 10] % N
(13)=B,0[7,=A]  (14) =GB, 0[7, =]
(15) * 11, 13] (16) F—B, 0 [14, —G]

(17)0<1[16, F]
(18) =B, 1 [16, F]
(19) A, 19, 17, G]
(20) ASB, 1[5, 17, G]
"4 N
(21) =A, 1[20,5] (22) B, 1[20, ]
(23) * 19, 21] (24) *[18,22] =

Ibland kan det vara enklare att bevisa en sats i ett multimodalt system av den
typ som beskrivs i Ronnedal (2014) 4n i ett bimodalt system av den typ som
anvédnds i den hér uppsatsen, bl.a. eftersom bevisen i de tidigare systemen
ibland &r kortare &n bevisen i de senare. Tablan for negationen av [G](A > B)
> ([G]A o [G]B) ir t.ex. betydligt kortare #n tridet ovan. Annu tydligare blir
detta om man vill bevisa en sats med méanga operatorer av samma typ, t.ex.
([HI(A v B)A[H](A v [H]B) A[H]([H]A v B)) o ([H]JA v [H]B). Denna sats ar
ett teorem i alla multimodala system som innehéller T-<PC. Satsen kan &ven
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bevisas i alla system i den hir uppsatsen som innehaller T-<PC. Men da
maste man forst 6versitta den till f6ljande sats i primitiv notation: (((AvB) A
HAVvB))A((Av (B AHB)) AH(AVv(B AHB)))A(((AAHA)VvB) AH((A A
HA) v B))) o ((A A HA) v (B A HB)), och skapa en semantisk tabla for
negationen av denna sats.

Ibland kan det vara enklare att bevisa en sats i ett bimodalt system av det
slag som anvénds i den hir uppsatsen &n i ett multimodalt system av det slag
som beskrivs i Ronnedal (2014), bl.a. eftersom man maste halla reda pa en
mingd olika tillgidnglighetsrelationer i de senare.

Lat mig avsluta detta avsnitt med att ndmna ytterligare nagra teorem i
olika system.

System Teorem

T-<4 HA > HHA, PPA o PA, GA © GGA, FFA o FA
FA o HFA, PGA o GA, PA o GPA, FHA D HA
T-<PD HA 5 PA, -(HA A H-A), HA o (P)A, [H]A o PA
T-<FD GA o FA, —(GA A G—A), GA o (F)A, [G]JA o FA
T-<DE PA > PPA, HHA > HA, (A v H(L v HB)) o (A v HB)
FA 5> FFA, GGA o GA, (A v G(L v GB)) o (A v GB)
T-<PC H([H]JA > B) vH([HIB> A)
FPA o (PA v A v FA), HA A A A GA) > GHA
PA > H(FA v A v PA), P(HA A A AGA)D HA
(PA APB) o (P(A AB) v P(A APB) v P(PA A B))
(H(A v B) A H(A v HB) A H(HA v B)) o (HA v HB)
H((AAHA)>B) vH(BAHB)> A)
((PYAA(PIB)S(PXAAB)V (PYAA(P)B) v (PY(P)A AB))
(HI(AvB)A[H](A v [H]B) A[H]([H]A v B))>([H]A v [H]B)
P(HBA—A)DH(A>(HA>B)), HAS(HA>B))vVH(HB>A)
T-<FC G([G]JA>B) vG([G]IBD A)
PFA o> (PA v A Vv FA), HA A AAGA)DHGA
FA > G(PAv AvVFA), FHAAAAGA)DGA
(FA AFB) o (F(A AB) v F(A A FB) v F(FA A B))
(G(A v B) A G(A v GB) A G(GA v B)) o (GA v GB)
G(AAGA)DB)vG((BAGB)D A)
(BYAACE)B)SENAAB)V(EXAAEIB)V (FY(F)A AB))
([GI(AvB)A[GI(AV[GIB)A[GI(G]AVB))>([GIA v [G]B)
F(GBA—=A)DG(AD(GADB)), (G(AD(GASB))vG(GBDA)

Tabell 10
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System Teorem

<FD<4 FA o FPA, GHA © GA,

GHA o (HA A A A GA), (PAVv Av FA)SFPA
<PD<4 PA o PFA, HGA o HA,

HGA o (HA A A A GA), (PA v A v FA) o> PFA
FD4FC GHA o HGA, PFA o> FPA
PD4PC HGA o GHA, FPA o PFA
PD4FC HGA = (HA A A A GA), PFA =(PA v AV FA)
FD4PC GHA = (HA A A A GA), FPA = (PA Vv AV FA)
<C<4 H(HA o HB) v HHB > HA), G(GA o GB) v G(GB = GA)
<4<LB (PA A PB) o P(FA A FB), H(GA v GB) o (HA v HB)
<4<UB (FA A FB) o F(PA A PB), G(HA v HB) o (GA v GB)

Tabell 11

Teorem 6. Alla satser i tabell 10 och tabell 11 4r teorem 1 de omndmnda
systemen.
Bevis. Lamnas till 14saren. W

5. Sundhets- och fullstandighetsteorem
Begreppen sundhet och fullstindighet definieras som vanligt. Lat oss
emellertid repetera dessa definitioner. Vi sédger att S korresponderar med en
klass av ramar, F, (och att F korresponderar med S) omm F = F(C-A4, ..., C-
A,), dar S =TT-A,...T-A, ér ett normalt temporalt tablasystem.

S &r (starkt) sunt i relation till (relativt till eller med avseende pa) F omm
Y — A medfor X | A. S &r (starkt) fullstdndigt i relation till (relativt till
eller med avseende pd) F omm X |—¢ A medfor X |— A.

I det hér avsnittet visar vi att alla de temporala tabldsystem vi kan
konstruera med hjélp av vara tabldregler dr sunda och fullstindiga med
avseende pa deras semantik.

5.1. Sundhet

Lat M vara en (monotemporal) modell och b en gren pa en tabla. Da &r b
(eller mingden av satser pa b) satisfierbar i M omm det finns en funktion, f,
fran de naturliga talen till mdngden av alla tidpunkter T sadan att:

(1) A dr sann i f(i) i M, for varje nod A, i pa b;
(i) omi<jarpab,saarf(i) <f(j)iM;
omi=jéarpab,saédrf(i)=f(j) i M.
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Om f uppfyller dessa villkor, skall vi séga att f visar att b &r satisfierbar i M.

Lemma (Sundhetslemma). Lét b vara en gren pé en tablad och M vara en
(monotemporal) modell. Om b &r satisfierbar i M och en tablaregel tillimpas
pd b, s& produceras atminstone en extension, b’, av b sddan att b’ &r
satisfierbar i M.

Bevis. Som vanligt borjar vi med att visa att sundhetslemmat géller for T.
Sen utvidgar vi det till andra system. Detta gors pa samma sétt som i olika
modala system och som i multimodal tidslogik (se t.ex. Ronnedal (2012),
(2012b), (2014) och Priest (2008)). Lat oss gé igenom nagra tillgénglighets-
regler. Uteldmnade steg bevisas pa liknande sitt. Stegen for de satslogiska
reglerna &r vilkdnda. Stegen for de grundlidggande temporala reglerna ar
enkla modifikationer av vilkénda bevis.

T-<FD. Antag att vi har i pd b, och att vi tillimpar T-<FD och fér en
utvidgad gren, b’, av b som innehéller i < j, dir j dr ny pé grenen. Eftersom b
ar satisfierbar i M, sa finns det en tidpunkt f(i) i M. M uppfyller villkoret C-
<FD. Alltsé finns det en tidpunkt t i M, sadan att f(i) < t. Lat f vara likadan
som f forutom att f'(j) = t. Da géller det att (i) < f'(j). Eftersom j inte
forekommer pa b, visar " att b’ ar satisfierbar i M.

T-<C. Antag att vi har i och j pa b, och att vi tillimpar T-<C pa denna
gren. Da fér vi tre utvidgningar av b, som slutar med i < j, i = j, respektive j <
i. Eftersom b &r satisfierbar i M, sé &r f(i) och f(j) i M. M uppfyller villkoret
C-<C. Alltsa giller det att f(i) < f(j), f(i) = f(j) eller {(j) < (i) i M. I varje fall
finns det en extension, b’, av b sddan att b’ ar satisfierbar i M.

T-<DE. Antag att vi har i < j pd b, och att vi tillimpar regeln T-<DE och
far i < k och k < j, dér k &r ny pa grenen. Eftersom b &r satisfierbar i M sa
finns det en funktion f sadan att f(i) < f(j) i M. M uppfyller villkoret C-<DE.
Saledes finns det en tidpunkt t i M, sddan att f(i) < t och t < f(j). Lat ' vara
likadan som f forutom att f'(k) = t. Da géller det att f'(i) < f'(k) och f'(k) <
f'(j). Eftersom k inte forekommer pa b, visar f" att b’ &r satisfierbar i M.

T-<FC. Antag att i < j och i < k dr pd b och att vi tillampar T-<FC pa
denna gren. D& far vi tre utvidgningar av b, som slutar med j < k, j = k,
respektive k < j. Eftersom b &r satisfierbar i M, sé géller det att f(i) < f(j) och
f(i) < f(k) i M. M uppfyller villkoret C-<FC. Det foljer att {(j) < f(k), {(j) =
f(k) eller f(k) < f(j) i M. I varje fall finns det en extension, b’, av b sddan att b’
ar satisfierbar i M.

Id(I). Antag att vi har A(i) och i =j pa b och att vi tillampar Id(I) pa denna
gren. Da far en utvidgning av b som innehéller A(j). Eftersom b ar
satisfierbar i M, sé géller det att f(i) = f(j). Om A(i) &r A, i, s& ar A sann i ().
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Alltsé &r A sann i f(j). Om A(i) &r i1 < k, sé géller det att f(i) < f(k). Det foljer
att f(j) < f(k), vilket skulle bevisas osv. I varje fall géller alltsd lemmat. ®

Teorem 7 (Sundhetsteorem). Lat S vara ett av de temporala system som
vi har introducerat i den hér uppsatsen och 1at F vara den klass av ramar som
korresponderar med S. D4 &r S starkt sunt med avseende pa F.

Bevis. Nir vi vdl har etablerat sundhetslemmat kan vi bevisa
sundhetsteoremet pa samma sétt som for olika modala eller multimodala
system (se t.ex. Ronnedal (2012), (2012b) eller Priest (2008)). B

5.2. Fullstandighet

Inducerad modell (Def.IM). Lat b vara en Oppen (avslutad) gren i en
semantisk tabla, och lat I vara méngden av alla tal pad b. Vi skall séga atti~j
omm i = j, eller i = j” eller ”j = i” forekommer pa b. ~ &r en
ekvivalensrelation och [i] 4r i’s eckvivalensklass (definierad av denna
relation). Den monotemporala modell, M = <T, <, V>, som induceras fran b

definieras pa foljande sitt:

T={ty:iel;

ti) <ty omm i < j forekommer pd b;

p dr sann vid t;;;, om p, i forekommer pa b;

p ar falsk vid tg;;, om —p, i forekommer pa b.

Om vért tablasystem inte innehéller nagra identitetsregler, reduceras ~ till
identitet och [i] = i. Alltsa kan vi i sddana system lata T vara {t;: i € I} och
gora oss av med ekvivalensklasserna. Notera ocksd att < och V ér
vildefinierade. Tack vare identitetsreglerna giller det ndmligen att om [i] =
[Toch[jl=[j'],sddri<jpdbommi <j arpdb, p,idr pd b omm p, i ar pa
b, och —p, i dr pd b omm —p, i’ dr pa b.

Lemma (Fullstandighetslemma). Lat b vara en gren pa en fullstdndig
tabld och lat M vara en modell som induceras fran b. Da géller det att:

(1) Om A, idrpd b, s& dr A sann i tf;, och

(i) Om —A, i dr pd b, sa ar A falsk i t;;).

Bevis. Beviset &r i allt visentligt detsamma som for olika modala system
och multimodal tidslogik (se t.ex. Ronnedal (2012), (2012b) eller Priest
(2008)). Stegen for de satslogiska konnektiven och for de grundlédggande
temporala operatorerna ér vilkédnda eller modifikationer av vilkénda bevis. B
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Teorem 8 (Fullstéandighetsteorem). Lat S vara ett av de system vi
diskuterar i den hér uppsatsen och 14t F vara den klass av ramar som
korresponderar med S. D4 ar S (starkt) fullstédndigt i relation till F.

Bevis. Beviset &r i allt vdsentligt detsamma som for olika modala och
multimodala system (se t.ex. Ronnedal (2012), (2012b), (2014) eller Priest
(2008)).

Den intressanta nyheten &r att vi maste visa att den modell som induceras
fran den Oppna grenen, b, i varje fall 4r av rétt slag. Vi skall ga igenom négra
av alla steg. Ovriga fall bevisas pa liknande siitt.

C-<FD. Antag att t;; € T. D4 forekommer i pd b [frén Def.IM]. Eftersom
b ér fullstindig, s& har T-<FD tillimpats och vi har i < j, for nigot j, pa b. Det
foljer att det finns en tidpunkt t};,, sédan att tj; < t;;; [frén Def.IM].

C-<4. Antag att t}; < tjj; och tf; < tyq, dar tp, t), tug € T. D4 férekommer i
< jochj <k pab [frin DefIM]. Eftersom b ar fullstindig, s& har T-<4
applicerats och vi har i <k pa b. Det foljer att t;;; < tj [frén Def.IM].

C-<DE. Antag att t}; < t;, dr tp;, t; € T. D4 forekommer i <j pd b [frén
Def.IM]. Eftersom b ér fullstindig, sd har T-<DE tillimpats och vi har i < k
och k <j, dér k &r ny. Det foljer att det finns en tidpunkt tp;, sddan att tj; < tq
och t[k] < t[l] [frﬁn DefIM]

C-<FC. Antag att t};; < t;; och tji) < tp, dér t), ), tug € T. D4 forekommer
i <jochi<kpdb [frin Def.IM]. Eftersom b &r fullstindig, sd har vi
tillimpat T-<FC och vihar j<k,j=kellerk<jpab. Omj=k adrpd b, sdj~
k; och om j ~k, sé [j] = [k]. Det foljer att tjj < tpq, t; = tq eller tg < tp;), vilket
skulle bevisas [fran Def.IM].

C-<UB. Antag att t[i] < t[j] och t[i] < t[k], dar t[i], tU]’ t[k] e T. Da forekommer
i <jochi<kpdb [fran DefIM]. T-<UB har applicerats, eftersom b ar
fullstédndig. Alltsd har vi j <1 och k <1 pd b, dir | 4r ny. Det foljer att det
finns en tidpunkt t; 1 T, sidan att tjj; < ty; och tyg <ty [frén Def.IM]. B
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