KollektivaVal och Arrows Teorem

Per-Erik Malmnés

Abstrakt

I denna esséd ges forhoppningsvis nya argument for att en del av de villkor
som ckonomen Kenneth Arrow ansett som nodvindiga for rationella
kollektiva beslut i sjélva verket dr orimliga och att det inte foreligger nagra
hinder for att pé ett rationellt sitt generera kollektiva preferenser och tréffa
kollektiva val. Vi behdver bara lata slumpexperiment fa spela en viss roll.

1. Introduktion

Det dr en allmént spridd uppfattning, se t.ex. kapitel 14 i referens 2, att
ekonomen Kenneth Arrow med sitt mojlighetsteorem, se t.ex. sid. 59 i
referens 1, visat att rationella kollektiva beslut bara dr mojliga vid val mellan
tvé alternativ och att det ddrmed t.ex. &r omojligt att pé ett tillfredsstdllande
satt kollektivt rangordna ett kg vetem;jol, ett kg rdgmjol och ett kg kornm;jol
pa basis av individuella rangordningar av dessa produkter om alla mojliga
individuella rangordningar 4r tilldtna. De krav Arrow stiller pa en tillfreds-
stillande kollektiva rangordning ar av tva slag: For det forsta skall den
kollektiva rangordningen inte vara oberoende av de individuella rangord-
ningarna och inte heller vara styrd av en individs rangordning, for det andra
skall den kollektiva rangordningen i en viss mening vara konsekvent. Det
innebdr att om de individuella rangordningarna &r lika i ett visst avseende, sa
skall dven det avspegla sig 1 de kollektiva virderingarna. De senare kraven &r
dock inte rimliga. For att se det kan vi lata kollektivet bestd av Ferrando och
Guglielmo. Om deras preferenser av ovanstaende produkter har formen ett kg
vetem;jol dr béttre dn ett kg kornmjol och minst lika bra som ett kg ragm;jol,
sa har var och en av dem 13 mojliga preferenser. Den kollektiva preferensen
ar enligt Arrow i detta fall en preferens, som &r en total funktion av Ferrandos
och Guglielmos preferenser. Att funktionen dr total innebér att den har en
preferens som virde for varje par av ingdende preferenser. I 13 fall har
Ferrando och Guglielmo samma preferens. Da ar det rimligt att den
kollektiva preferensen sammanfaller med denna. Men 1 153 fall &r
preferenserna olika. Da framstéar en lottdragning som det enda rimliga séttet
att fa fram en kollektiv preferens. Om vi gér vidare och dven later Don
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Alfonso ingé i kollektivet, s finns det en majoritet for en preferens i 481 fall.
D& ar det rimligt att den kollektiva preferensen sammanfaller med denna.
Men i 1716 fall, sé finns det ingen majoritet for ndgon preferens. D& framstar
en lottdragning som det enda rimliga sittet att f& fram en kollektiv preferens.
Motsvarande géller d&ven om vi utdkar kollektivet med Fiordiligi, Dorabella
och Despina. En kollektiv preferens som genereras av ovanstaende procedur
kommer dock inte att med nddvandighet uppfylla Condition 2 eller Condition
3 ireferens 1. Darmed framstar dessa villkor &tminstone for mig som mindre
genomtinkta. For att fler personer skall 6vertygas om detta foljer en koncis
presentation av Arrows mdjlighetsteorem samt ett precist argument for att
vissa av Arrows villkor inte &r rimliga. Den ldsare, som ogillar tekniska
detaljer, kan med fordel borja med sista avsnittet.

2. Arrowsram

Arrow utgér fran tre objekt pd vilka ett antal personer har synpunkter.
Synpunkterna har formen x ar minst lika bra som y. En sédan relation brukar
kallas en svag semiordning. Dess formella egenskaper anges nedan. Vidare
antar Arrow att varje person har synpunkter pa alla par av objekt. Om vi
kallar objekten for a, b, c, s& finns det tretton mojliga svaga semiordningar
mellan dem. Dessa anges schematiskt i Tabell 1 nedan. Arrow fragar sig om
det finns ett rimligt sdtt att aggregera individernas synpunkter till en svag
semiordning och ger ett nekande svar, se Sats 7 nedan. Han ténker sig darvid
att aggregeringen skall ha formen av en funktion vars argument och véarde &r
svaga semiordningar. Vidare skall varje semiordning mellan a, b, ¢ vara ett
argument for varje individ. Konkret kan varje individ representeras av en
urna i vilken det ligger kulor som &r likadana forutom att de dr méarkta med
siffrorna 1-13. Det finns lika ménga kulor med varje etikett i varje urna. Siff-
rorna anger en av de 13 semiordningar av a, b och c, som anges i Tabell 1.

En relation R &r en svag semiordning i en mangd M om och endast om (omm)

1. xRy eller yRx, x, y i M, och
2. xRy och yRz medfér xRz, x,y,z 1 M.
xRy utldses: x dr minst lika bra som y.

Med hjélp av R kan vi definiera tvé nya relationer:

xly omm xRy och yRx och xPy omm xRy och inte yRx.

xly utldses: x och y dr lika bra och xPy utlases: x &r béttre dn y. I uppfyller
foljande villkor:
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1.xIx, x 1 M,

2. xly medfor yIx, x, y i M, och

3. xIy och ylz medfor xIz, x, y, zi M.
For P géller foljande:

1. inte xPx, x i M, och

2. xPy och yPz medfor xPz, x, y, zi M.

Exempel pé svaga semiordningar: minst lika lang som, minst lika tystlaten
som, minst lika stokig som, minst lika smart som, minst lika tjatig som.
De mdjliga fallen av R och P anges i nedanstéende tabell.

Tabell 1
R P
1. alblc den tomma relationen
2. albPc aPc, bPc
3. cPalb cPa, cPb
4. alcPb aPb, cPb
5. bPalc bPa, bPc
6. blcPa bPa, cPa
7. aPblc aPb, aPc
8. aPbPc aPbPc
9. aPcPb aPcPb
10. bPaPc bPaPc
11. bPcPa bPcPa
12. cPaPb cPaPb
13. cPbPa cPbPa

Anmaérkning. aRa, bRb och cRc har uteldmnats under R.
Kommentar. Arrow viljer att enbart betrakta svaga semiordningar. Detta
beror formodligen pa att enbart sddana studerades av ekonomer vid denna tid.

2.1. Arrowsvillkor

Lat Ry, ..., R, vara n semiordningar. Med hjélp av dem kan vi bestimma en
ny semiordning, sdg f(R;, ... , R,)). Om Ry, ... , R, ar ordningarna i de olika
urnorna, sa ar f(Ry, ... , R,) tdnkt att vara en sammanvégning av dem. Arrow
anser att en rimlig sammanvégning skall uppfylla foljande fyra villkor.
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LatR,, ... ,R,och Ry, ..., R, vara tva olika ordningar i urnorna. Sétt R=
f(Ry, ... , Ry) och R’=f(R;’, ... , R,’). Lat vidare P vara den strikta ordning
som bestdms av R och P’ den strikta ordning som bestims av R’. Lat
slutligen x, y och z vara variabler vars virden 4r a, b och c.

Villkor 1. (V1) Antag att

1. yRiz omm yR;’z, 1<i<n, x#y, X#2,
2. xRjy medfor xR;’y, 1<i<n, och

3. xP;y medfor xP;’y, 1<i<n.

Dé xPy medfor xP’y.

En illustration. Om x=a och klausulerna 1-3 &r uppfyllda, sa far vi foljande
relation mellan R;och R;’ :
. Om R; dr relation 1 i Tabell 1, sa &r R;’ relation 1 eller 7,
. Om R; ar relation 2, sa dr R;’ relation 2 eller 8,
. Om R; ar relation 3, sa dr R;’ relation 3, 4, 9 eller 12,
. Om R; ar relation 4, sa ar R;’ relation 4 eller 9,
. Om R; ar relation 5, sa dr R;’ relation 2, 5, 8 eller 10,
. Om R; ar relation 6, sa ar R;’ relation 1, 6 eller 7,
. Om R, ar relation 7, sa ar R;’ relation 7,
. Om R, ar relation 8, sa ar R;’ relation 8,
9. Om R, édr relation 9, sa ar R;’ relation 9,
10. Om R; &r relation 10, sa r R;’ relation 2, 8 eller 10,
11. Om R; ér relation 11, sa dr R;’ relation 2, 5, 8, 10 eller 11,
12. Om R; ér relation 12, sa ar R;’ relation 4, 9 eller 12, och
13. Om R; &r relation 13, sa ar R;’ relation 3, 4, 9, 12 eller 13.
Det innebér att en dvergang frén R; till Ry’ innebér att a:s rangordning
aldrig forsdmras och att relationen mellan b och c ér oférédndrad.

e N B e Y I S

Villkor 2. (V2) xRy omm xR;’y och yRix omm yR;’X, 1<i<n, medfor xPy
omm xP’y.

Anmarkning. Detta villkor skiljer sig nagot fran Condition 3 i referens 1
men &r precis det som behdvs i beviset av Sats 1.

Villkor 3. (V3) Om xRy, s& xR;y for ndgot i, 1<i<n.

Anmaérkning. En ekvivalent variant ar
Villkor 3'. Om xPyy, 1<i<n, sa xPy.
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Villkor 4. (V4) f(Ry, ..., R,) ér inte en P;-projektion, 1<i<n.
Anmaérkning. f(Ry, ..., R,) dr en Pi-projektion omm xP;y medfor xPy.

2.2. Arrowsresultat
Sats 1. Antag att V1 och V2 giller och att xR;y medfor xP;’y, 1<i<n. Da
foljer xP’y fran xPy.

Bevis. Antag att forutséttningarna dr uppfyllda samt att x=a, y=b och aPb.
For att kunna anvinda V1 transformerar vi alla ingdende relationer si att ¢
kommer sist och relationen mellan a och b dr oférdandrad. Transformationen
beskrivs ndrmare i Tabell 2.

D4 aP;rc, bPirc, bP;r’c och bPir’c, 1<i<n. Vidare: aR;;b medfor aR;b
medfor aR;’b medfor aR;;’b, 1<i<n.

Da ger V1 att aPtb medfor aPr’b. Vidare giller det att aR;b omm aR;rb,
bR;a omm bR;ra, aR;’b omm aR;1’b och bR;’a omm bR;r’a, 1<i<n. D4 ger V2
att aPb omm aPtb och aP’b omm aP1’b. Alltsa giller aP’b. Men darmed ar
Sats 1 bevisad.

Tabell 2
R P Ry Pr
alblc den tomma alb, aPc, bPc aPc, bPc
relationen

albPc aPc, bPc alb, aPc, bPc aPc, bPc
cPalb cPa, cPb alb, aPc, bPc aPc, bPc
alcPb aPb, cPb aPbPc aPbPc
bPalc bPa, bPc bPaPc bPaPc
blcPa bPa, cPa bPaPc bPaPc
aPblc aPb, aPc aPbPc aPbPc
aPbPc aPbPc aPbPc aPbPc
aPcPb aPcPb aPbPc aPbPc
bPaPc bPaPc bPaPc bPaPc
bPcPa bPcPa bPaPc bPaPc
cPaPb cPaPb aPbPc aPbPc
cPbPa cPbPa bPaPc bPaPc

En delméngd M till {uy, ..., u,} &r avgbérande for xPy om xPy for alla Ry, ...
, R, sddana att xP;y for u; i M.

47



Per-Erik Malmnis

Sats 2. Antag att V1 och V2 giller samt att M dr en delméngd till {u, ...,

u,} och Ry, ..., R, sddana att xP;y for u; i M, yPx om vu; inte dr i M och xPy.
D4 ar M avgorande for xPy.
Bevis. Antag att forutsittningarna géller och att R,’, ... , R, 4r sddana att

xPi’y for u; i M. Vi skall visa att xP’y. Enligt Sats 1 ricker det att visa att
xP;’y om xRjy, 1<i<n. Men enligt forutsittningarna ar u; i M om xR;y. Alltsa
ar Sats 2 bevisad.

Sats3. Om V3, sd ar {uy, ..., u,} avgérande for xPy.

Bevis. Antag att xPjy, 1<i<n, for alla semiordningar Ry, ... , R,. Om
vf(Ry’, ..., Ry) x, for nagon foljd av semiordningar R;’, ... , R,’, sd ger V3
att yR;’x, for ndgot i, 1<i<n. Men det strider mot antagandet. Ddrmed &r Sats
3 bevisad.

Sats 4. Antag att V1-V3 giller och att {u;} ar avgérande for xPy eller yPz.
Da ar {u;} avgorande for xPz.

Bevis. Antag att V1-V3 giller. Sétt for enkelhets skull i=1. Antag forst att
{u,} ér avgorande for xPy. Lat Ry, ... , R, vara en f6ljd av ordningar sadan att
xP1y, yPiz, 1<i<n, och zP;x, 2<i<n. D& xPy (forutsittningarna) och yPz (V3).
Alltsé xPz (P transitiv). DA ger Sats 2 (sétt M={u,}) att {u,} ar avgorande for
xPz. Antag dérefter att {u;} dr avgorande for yPz. Lat Ry, ... , R, vara en
foljd av ordningar sédan att xP;y, 1<i<n, yP,z, och zPx, 2<i<n. D& xP,z (P,
transitiv), xPy (V3) och yPz (forutsittningarna). Allts& xPz (P transitiv). Da
ger Sats 2 att att {u,} ar avgorande for xPz. Darmed ar Sats 4 bevisad.

Sats 5. Om V1-V3 och {u;} &r avgorande for xPy, sa ér f(R,, ... , R,) en P,
projektion.

Bevis. Antag forsatsen. D& ger Sats 4 att {u;} ar avgorande for xPz, yPz,
zPy, yPx och zPx. Alltsa: xP;y ger xPy, xP;z ger xPz, yP;z ger yPz, zP;y ger
zPy, yPx ger yPx och zPx ger zPx. Men da ar f(Ry, ... , R;) en P-projektion.
Déarmed ér Sats 5 bevisad.

Sats 6. Om n>1 och f(Ry, ... , R,) uppfyller V1-V3, sd ér f en P;-projektion
for nagot i, 1<i<n.

Bevis. Antag att mdngden av urnor, sig M, innehéaller n element och att
n>1. Antag vidare att f(R, ... , R,) uppfyller V1-V3. Enligt Sats 3 &r M
avgorande for xPy, for varje ordnat par (x,y). L4t M, vara en minimal
mingd som dr avgdrande for xPy. Det innebér att ingen méngd av urnor med
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farre element dr avgorande for ndgot ordnat par. Antag for enkelhets skull att
My ={Ui, ... , Ux}. Notera att k=n &r en mojlighet. Vilj svaga semiordningar
Ry, ..., R, Sitt xPy och yP,z, zPx och xP;y, 2<i<k, samt yP;z och zP;x,
k+1<i<n. D& xPy (def av M)). Vidare zPjy, 2<i<k och yPiz, i=1 eller
k+1<i<n. Om zPy, s& ger Sats 2 att {u,, ... , u} ar avgorande for zPy. Men
det strider mot valet av M ). Alltsa inte zPy. D4 yRz. Dérmed xPz. Nu xP,z
och zPx, 2<i<n. D4 ger Sats 2 att {u,} r avgorande for xPz. Men M, ér
minimal. Alltsd dr k=1. Da ger Sats 5 att f 4r en P-projektion.

Sats 7 (Arrows mgjlighetsteorem). Om n>1, sa finns det ingen funktion
f(Ry, ..., R,) som uppfyller VI-V4.
Bevis. Sats 7 foljer direkt fran Sats 6.

2.3. En teknisk kommentar

Det &r naturligt att fraga sig vilka P;-projektioner som uppfyller V1-V3. For
att besvara den fragan riacker det med att behandla fallet n=2. Vi kan d& forst
notera att inte bade en P;-projektion och en P,-projektion kan komma ifréga
eftersom P;(aPbPc, cPbPa)=aPbPc och P,(aPbPc, cPbPa)=cPbPa. Vidare ser
vi att g(R;, Ry)=R; eller h(R;, Ry)=R, uppfyller V1-V3. For att se vilka de
Ovriga kan vara antar vi forst att g(R;, Ry)=R; uppfyller V1-V3. Direfter
forsoker vi att sitta f(alblc, Ry)=aPbPc. Om f &r en P;-projektion och V2
géller, s&

f(albPc, R,)=aPbPc
f(cPalb, R,)=cPaPb
f(alcPb, R,)=aPcPb
f(bPalc, R,)=bPaPc
f(bIcPa, R,)=bPcPa
f(aPblc, R,)=aPbPc
f(aPbPc, R;)=aPbPc
f(aPcPb, R;)=aPcPb
f(bPaPc, R,)=bPaPc
f(bPcPa, R;)=bPcPa
f(cPaPb, R;)=cPaPb
f(cPbPa, R;)=cPbPa.

Da uppfyller f V2 eftersom f(alb)=aPb, f(alc)=aPc och f(blc)=bPc).
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For att se att 4ven V1 uppfylls av f antar vi att aPb ingér i f(R, R;) samt att
R, och Ry’ uppfyller klausulerna 1-3 i V1. D4 dr R, en av relationerna 1, 2, 3,
4,7,8,9,12 1 Tabell 1.

Om R, ér relation 1 och R;” uppfyller klausul 1 i V1, s& 4r R;’ en av
relationerna 1, 6, 7 i Tabell 1. Men relation 6 uppfyller inte klausul 2 i V1.
Alltsé ar R’ relation 1 eller 7. Men f(aPblc, R,’)=aPbPc. Alltsa ingér aPb i
f(Ry’, RY).

Om R, istéllet dr relation 2 och R;” uppfyller klausul 1 och 2 i V1, sa &r
R, relation 2 eller 8. Men f(aPbPc, R, )=aPbPc. Alltsa ingér aPb i f(R,’,
RQ,).

Om R, réakar vara relation 3 och R;” uppfyller klausulerna 1-3 i V1, sé &r
R’ négon av relationerna 3, 4, 9, 12. Men for alla dessa géller att aPb ingar i
f(Ry’, RY).

Om R, istéllet skulle vara ndgon av relationerna 4, 7, 8, 9, 12 och R/’
uppfyller klausulerna 1-3 i V1, s& aP;’b. Alltsa ingér aPb i f(R;’, R,")b.

Déarmed har vi visat att f uppfyller V1-V3.

Vidare géller detta for de funktioner som likt f genereras av ekvationerna
g(alblc, R,)=aPcPb, g(alblc, R,)=bPaPc, g(alblc, R,)=bPcPa, g(alblc,
R,)=cPaPb och g(alblc, Ry)=cPbPa.

Om vi vidare sitter f(alblc, R,)=albPc, f dr en P,-projektion och V2
giller, sa

f(albPc, R,)=albPc
f(cPalb, R,)=cPalb
f(alcPb, R;)=aPcPb
f(bPalc, R,)=bPaPc
f(bIcPa, R,)=bPcPa
f(aPblc, R,)=aPbPc
f(aPbPc, R;)=aPbPc
f(aPcPb, R,)=aPcPb
f(bPaPc, R,)=bPaPc
f(bPcPa, R;)=bPcPa
f(cPaPb, R;)=cPaPb
f(cPbPa, R;)=cPbPa.

Da uppfyller f V2 eftersom f(alb)=alb, f(alc)=aPc och f(blc)=bPc.
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For att se att &ven V1 uppfylls av f antar vi att aPc ingér i f(R;, R,) samt
att R, och R’ uppfyller klausulerna 1-3 i V1. D4 ar R, en av relationerna 1,
2,4,5,7,8,9,101 Tabell 1.

Om R, ér relation 1 och R, uppfyller klausulerna 1-3 i V1, s& ar R/’
relation 1 eller relation 7. I bada fallen far vi att aPc ingér i f(R,’, Ry’).

Om R, istéllet &r relation 4, sé &r R,’ relation 9. Men dé ingar aPc i f(R,’,
RQ,).

Om R, rékar vara relation 5, s& dr R, ndgon av relationerna 2, 8, 10. Men
dé ingar aPc i f(R;’, Ry).

Om R, slutligen skulle vara négon av relationerna 2, 7, 8, 9, 10, s& ingér
aPciR,’. Men dé ingér aPc i f(R,’, Ry’).

Vidare géller detta for alla funktioner som pd samma sétt som f &r
genererade av ekvationerna g(alblc, R,)=cPalb, g(alblc, Ry)=alcPb, g(alblc,
Ry)=bPalc, g(alblc, R,)=blcPa och g(alblc, R;)=aPblc. Diarmed har vi
bestdmt alla funktioner som &r férenliga med V1-V3.

3. Huvudresultat
Det ar nu dags att visa att en kollektiv preferens genererad via lottdragning
inte nddvindigtvis uppfyller villkor 1 och villkor 2. Det ricker med att
betrakta fallet n=2.

Villkor 1. Antag att R;=alcPb, R,=bPcPa, R;’=cPalb och R,’=bPcPa
samt att R=R; och att R’=R,’. Detta &r naturligtvis ett mdjligt resultat av en
lottdragning. D& ar klausulerna 1-3 i villkor 1 uppfyllda om x=a, y=b och
z=c men aPb och bP’a. Alltsa uppfyller inte en kollektiv preferens genererad
via lottdragning villkor 1.

Villkor 2. Antag att R;=albPc, R,=aPbPc, R;’=cPalb och R,’=cPaPb
samt att R=R, och att R’=R,’. Aven detta #r ett mdjligt resultat av en
lottdragning. D4 &r forsatsen i villkor 2 sann och eftersatsen falsk for x=a och
y=b. Allts& uppfyller inte en kollektiv preferens genererad via lottdragning
villkor 2.

Villkor 3 och 4 é&r naturligtvis uppfyllda om vi slumpvis later R vara R,
eller R,.

Men som vi sett redan i inledningen &r en lottdragning i ménga fall det
enda rimliga séttet att generera en kollektiv preferens. Déarfor framstar
villkoren 1 och 2 endast som forsvarbara om man forutsétter att en kollektiv
preferens skall vara vérdet av en funktion vars virde kan forutses givet de
ingdende argumenten. En sddan forutséttning framstar dock som opakallad.
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Men dirmed framstdr Arrows mdjlighetsteorem nirmast som ett
kuriosum.
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